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K.pitel 1

Einleitung

Unter einer Superauswahlregel versteht man die Zerlegung des physikalischen Hilbert-
Raumes in orthogonale Unterrfr,ume, so dafi Obs eraablJt ke-ine Uiergaoge zwischen ver-
schiedenen dieser Unterrdume machen k6nnen [Wr/Wt/Wt o2J. bin bekanntes Bei-
spiel fiir eine Superauswahlregel ist die sogenannte Univalenz-superauswahlregel: Der
Hilbert-Raum zerfiillt in die beiden Unterrd,ume mit gan zzahligem bzw. halbga,i zzahli-
gem Gesamtdrehimpuls. Relative Phasenfaktor"r, ,oon Vektoreo in di"ren Unte*d,urnen
sind durch keine physikalische Messung zu bestimmen. Es folgt, da3 die Matrixele-
mente von observablen Operatoren mit Vektoren in verschiedenen dieser Unterraume
verschwinden.

Ein Beispiel fiir eine Auswahlregel, die keine Superauswahlregel ist, ist die Erhal-
tung des Gesamtimpulses eines abgeschlossenen Systems. In einem abgeschlosbenen
System ist der Gesamtimpuls erhalten. Dennortr gibt es Observablen, d;" Ub";;;"g"
zwischen Zustandsvektoren mit unterschiedlichem Impuls machen k6nnen. Ed Bei-
spiel dafiir ist der Ortsoperator. Aus der Unschd,rfereiation folgt, daB sich bei einer
Ortsmessung der Gesamtimpuls eines Systems 6ndert. Es folgt iveiter, da3 der Orts-
operator nichtverschwindende Matrixelemente mit Zustandsvektoren zu unterschied-
lichem Impuls hat. Somit definiert der Gesamtimpuls eines abgeschlossenen Systems
keine Superauswahlregel.

Ein anderes Beispiel ftir eine Superauswahlregel ist die Erhaltung der elektrischen
Ladung eines abgeschlossenen Systems: Es gibi keine Observable, die eine Ladung
erzeugt oder vernichtet.

Bei diesen Betrachtungen wird klar, dafi der Begriff der Superauswahlregel eng
mit dem Begriff der Observablen verkntipft ist. In Jesem Zusammenhang ,J11 eine
Observable ein Operator sein, der einer physikalisch mefibaren GroBe entspricht.

Superauswahlregeln spielen vor allem in der Elementarteilchenphysik, insbesondere
also in der relativistischen Quantenfeldtheorie eine gro$e Rolle. Die angemessenste
Formulierung der Quantenfeldtheorie, um Sup.rurr*Ihlsektor en zu studieren, ist die
sogenannte algebraische Quantenfeldtheorie (sie wird oft auch ualgebraische Theorie
der Superauswahlsektoren" genannt). Die Formulierung dieser Theorie entspringt ilem
Bedffrfnis, eine mathematisch rigorose und konsistente beschreibung von phinomenen
der Elementarteilchenphysik zu haben, die sich (a) nur auf obserr.b"l" Gr6fien beziehto
und (b) die Kausalitiit im Sinne der speziellen Relativitatstheorie respektiert.

Ich mochte diese beiden Forderungen durch einige Beispiele beleuchten. Zu (r),In der gewohnlichen Formulierung der relativistischen Quantenphysik durch euan-
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tenfelder und Lagrange-Funktionale werden oft nichtobservable Gr63en (in dem vor-
her beschriebenen Sinne) benutzt. In der Quantenelektrodynamik z.B. treten zur
Beschreibung von Elektronen-Zustinden Fermi-Felder auf, ii" o".h der Univalenz-
Superauswahlregel nichtobservabel sind. Es sollte von einem operationellen Stand-
punkt aus mdglich sein, diese Felder aus der Beschreibung 

",, "li*inieren, ohne die
physikalischen Konsequenzen zu d,ndern. Ein anderes Beispiel fiir eine Redundanz in
der Beschreibung durch Quantenfelder ist die Tatsache, da8 es durchaus verschie-
dene Felder geben kann, die zu der gleichen S-Matrix fiihren. Beispiele hierfftr sind
Felder, die in derselben Borchers-Klasse liegen [BoncHERs 60J. Diseinris U"oi?"ht-
baren GroBen in der Elementarteilchenphysik konnen aber u,r, d", ,S-Matrix abgeleitet
werden. Somit beinhaltet die Beschreibung durch Felder eine gewisse Redund anz.

Zu (b): Physikalische Messungen konnen in beschrd,nkten Raum-Zeit-Gebieten aus-
gefthrt werden (man denke an einen Geiger-Zd,hler endlicher Ausdehnung, der in ei-
nem bestimmten Zeitintervall eingeschaltet ist). Messungen in Raum-Zeit-Gebieten,
die raumartig getrennt sind, sollten kompatibef sein.

Im Formalismus werden diese Forderungen folgenderma3en eingebaut: Jedem
Raum-Zeit-Gebiet wird eine Algebra beschrd,okt*, Operatoren zugeordnet. Die selbst-
adjungierten Elemente einer Algebra entsprechen den in dem R.um-Zeit-Gebiet mogli-
chen Observablen ("MeSapparate"). Die Lokalitiit wird durch die Forderung der Mikro-
kausalitit gewf,,hrleistet: Operatoren, die in Algebren liegen, deren Raum-Zeit-Gebiete
raumartig getrennt sind, sollen miteinander kommutieren. Neben dieser Forderung hat
man noch die unmittelbar einsichtige Forderung der Isotonie zu stellen: Observablen
in einem Gebiet O sind auch in jedem Gebiet D observabel, das O enthiilt.

Ein physikalisches System ist aber nicht allein durch die Observablen, d.h. die
m6glichen Messungen bestimmt. Man mu$ auch noch angeben, in welchen Zustinden
sich das System befinden kann. (Im Geg ensatz zu einer bbr"rrrublen, die einen MeB-
apparat reprisentiert, entspricht der Zustand also einer Quelle, die diesen Zustand
prd,pariert. Beispiele sind Beschleuniger, Polarisierungsfilter etc.)

Im Formalismus sind diese Zustd,nde als lineare (normierte) Funktionale auf der Al-
gebra aller Observablen eingebaut. Ist die Algebra konkret als Algebra von Operatoren
auf einem Hilbert-Raum gegeben, so sind Beispiele fiir ZustiinJe die uo, de, euan-
tenmechanik bekannten Vektorzustdnde. Tatsf,,chlich liefert ein kanonisches Verfahrun
(die GNS-Konstruktion) aus einem Zustand auf der abstrakten Algebra eine Darstel-
Iung, d-h. einen Hilbert-Raum, auf dem die Observablen wirken. M.r, erh6,lt so eine
Mannigfaltigkeit an Zustinden, nd,mlich die Vektorzustinde des Hilbert-Raumes. Die-
se ZustS,nde unterscheiden sich nicht wesentlich voneinander, du ihre Vektoren durch
unitd,re Operatoren in dem Hilbert-Raum ineinander iiberfiihrt werden k6nnen. Die-
se Prozedur entspricht einem Koordinatenwechsel. Allgemeiner bezejchnet man z,wei
Darstellungen der Observablenalgebra als 6,quivalent, wenn--sio-flurch einen unitiiren
Operator ineinander iiberfiihrt werden (die entsprechenden Zustinde beschreiben dann
dieselbe physikalische Situation). Die Theorie liefert als Resultat, da3 die Superaus-
wahlsektoren durch Aquivalenzklassen von Darstellungen der Observablenalg"bru g.-
geben sind.

Bemerkung: In der Quantenmechanik sind, unter geeigneten Regularititsvorausset-
zungen' alle Darstellungen der Heisenberg-Weyl Vertauschungsrelationen d,quivalent
zur Schrodinger-Darstellung: Die Quantenmechanik besitzt keine Superauswahlsekto-
ren.
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Ein wichtiges Problem der Theorie ist es, aus den zu einer Observablenalgebra
gegebenen Zustinden diejenigen auszuwd,hlen, die physikalisch realistischen Situatio-
nen entsprechen. Dabei ist zu berticksichtigen, da$ die Zustdnde im allgerneinen auch
die gesamte dynamische Information eines physikalischen Systems tragen. Dies ffihrt
z-B- zu der Minimalforderung, da$ ein physikalisch relevanter Zustan d zu einer Dar-
stellung der Observablenalgebra fiihren sollte, in der die Raum-Zeit-Translationen als
nnitire Operatoren implementierbar sind. Der Forderung nach StabilitS,t des Systems
rird dadurch Rechnung getragen, dafi das gerneinsame Spektrum der Enerfie-Impuls-
Operatoren, die diese Darstellung der Translationen erzeugen, im abgeschlossenen
lbrwirtslichtkegel enthalten ist. Das ist die Positivitit des Spektrums.

Eine andere Forderung an einen Zustand ist, da8 er sich nur in einem beschrd,nkten
Raum-Zeit-Gebiet vom Vakuumzustand unterscheiden lefit. Dies entspricht der An-
schauung, da8 der Zustand eine lokalisierte Teilchenanregung beschreibt. In gentigend
gro8er Entfernung von diesen Teilchen sollte ihr mefibarer Einflufi verschwindend ge-
ring sein. Der Zustand darf sich in solchen Entfernungen nicht wesentlich vom Va-
kuumzustand unterscheiden IDHR 71J. Tatsichlich schlie8t diese Forderung jedoch
Phinomene aus, wie sie in lokalen Eichtheorien beschrieben werden. Das Gauss'sche
Gesetz impliziert nS,rnlich, da$ man die Ladung eines Teilchens auf der Oberflf,,che
einer beliebig gro3en Kugel (n* das Teilchen) messen kann.

Buchholz und Fredenhagen haben stattdessen ein Kriterium angegeben, das auch
allgemeinere Situationen beschreibt [Bu/FnE S2J. Sie forderten, da8 in einer Darstel-
l tog der Observablenalgebra das Spektrum des Viererimpuls-Operators eine isolierte
Massenschale zur Masse m ) 0 besitztrd.h. es habe folgende Form:

Aus dieser Eigenschaft konnten sie folgern, da3 die Darstellungen, die diesem Kri-
terium gentigen, in raumartigen Kegeln lokalisiert sind. D.h. jede solche Darstellung
ist iquivalent zur Vakuumdarstellung, wenn man sie auf das kausale Komplement
eines raumartigen Kegels einschriinkt. Solche Zustf,,nde beschreiben also Teilchenan-
regungen, die sich in raumartigen Kegeln lokalisieren lassen. Zustdnde, die solchen
Darstellungen entsprechen, lassen prinzipiell Situationen zu, wie sie in massiven Eich-
theorien gegeben sind. Man "biindelt" den FluB des Eichfeldes in einen raumartigen
Doppelkegel (der nichtobservabel ist). Der Grenzwert, da8 der Kegel verschwindenden
Offnungswinkel hat, entspricht somit dem Bild eines Mandelstam-Strings. Allerdings
pafit die Quantenelektrodynamik nicht in diesen Rahmen, weil durch die Anwesenheit
der masselosen Photonen die Bedingung an das Impuls-spektrum verletzt ist. Die Dis-
kussion dieser Theorie im Rahmen der algebraischen Quantenfeldtheorie ist weitaus
schwieriger (siehe [Hnnc 92J und die dort angegebenen Referen zen). Trotzdem nimmt
man aus historischen Griinden die elektrische Ladung als generisches Beispiel fiir ei-
ne Superauswahlregel und nennt die charakteristischen Eigenschaften, die Darstel-
lungen in verschiedenen Sektoren unterscheiden, allgemein Ladungen. Au8erdem kann
man hoffen, dafi nichtabelsche Eichtheorien mit spontaner Symmetriebrechung (Higgs-
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Mechanismus) das Kriterium von Buchholz und Fredenhagen erftillen, und somit mit
den hier diskutierten Mitteln analysiert werden k6nnen.

Nachdem man also Kriterien an Zustd,nde gefunden hat, die physikalisch reali-
stischen Situationen entsprechen, kann man versuchen die Eigenschaften der in einer
Theorie auftretenden Ladungen zu untersuchen. Ich mcichte an dieser Stelle kurz einige
der Ergebnisse aufziihlen, die innerhalb des oben beschriebenen Rahmens gewonnen
werden konnen [Hanc azl. Das erste Ergebnis betrifft die moglich& auftretenden
Ladungen der Theorie.

Man kann zeigen, da8 man Ladungen komponieren (im einfachsten Fall-addieren)
kann. Weiterhin existiert zu jeder Ladung eine Antiladung in dem Sinne, da3 die
Komposition der Ladung mit der Antiladung die Ladung des Vakuums enthd,lt.

Ein wichtiges Ergebnis betrifft die Teilchen-Interpretation der Theorie. Man kann in
geladenen Sektoren Streuzustinde konstruieren. Das erm6glicht es, geladene Sektoren
mit dem Teilchenbegriff zu verkntipfen; einern Teilchen (: Str.uzustand) kann somit
eine Ladung zugeordnet werden. Die obige Aussage iiber die Antiladung ld,fit sich dann
auch so formulieren: Jedes Teilchen besitzt ein Anti-Teilchen.

Eine andere Analyse betrifft den Begriff der Statistik von Teilchen. Man kann
in der Theorie konsistent einen Begriff der Statistik von Sektoren und somit von
Teilchen einfffhren. Es stellt sich heraus, dafl zunichst eine verallgemeinerte Bose-
Fermi-Alternative zutrifft: Die Teilchen transformieren sich unter Austausch nach einer
unitdren Darstellung der Permutationsgruppe. Ist diese Darstellung eindimensional, so
handelt es sich bei den Teilchen um Bosonen oder Fbrmionen. Es ist jedoch moglich,
da8 sich die Teilchen nach einer hoherdimensionalen Darstellung der Permutations-
gruppe transformieren. Man spricht dann von Para-statistik. Genauer gesagt kann
man auch hier den Fall von Para-Bose oder Para-Fermi-Statistik unterscheidenl.

Die Existenz von Para-Statistik ist zundchst einmal etwas ungewohnlich. Sie kann
jedoch durch die Einfiihrung zusd,tzlicher, unobservabler Freiheitsgrade, die jedoch sehr
nfitzlich sind, eliminiert werden. Dies ist ein Teil der wohl weitreichendsten Aussagen,
die in diesem Rahmen gemacht wurden-[DoR/Roo 90]. Es stellt sich nimlich her-
aus' da8 die Darstellungen der Observablenalgebra in einer eineindeutigen Beziehung
stehen mit den Darstellungen einer kompakten (globalen) Eichgruppe. Die Komposi-
tion von Teilchen.-entspricht dann gerade dem Tensorprodukt von Darstellungen der
Eichgruppe. Der Ubergang zum Antiteilchen entspricht dem Ub"rgang zur konjugiert
komplexen Darstellung. Die eben erwiihnte Eliminierung der Para-statistik gewinnt
man dadurch, da8 man die Observablenalgebra um Feld,er erweitert, die als Multi-
pletts unter der Eichgruppe transformieren. Die Eichgruppe wirkt somit auf dieser
neu definierten Algebra, der Feldalgebra. Man kann zeigen, da$ die Invarianten unter
dieser Wirkung genau die Observablen sind. Den Feldern kann man,,#iederum einen
Lokalisierungsbegriff zuordnen. Man zeigt, da8 diese Felder kommutieren (bosonisch)
oder antikommutieren (fermionisch), wenn ihre Lokalisierungsgebiete raumartig g"-
trennt sind. Welche der beiden Moglichkeiten realisiert wird, hingt davon ab, ob der
betrachtete Sektor der Observablenalgebra parabosonisch- oder fermionisch war.

An dieser Stelle mpchte ich einftigenr da0 alle die oben genannten Ergebnisse ei-
ne Eigenschaft des Vakuumsektors der Theorie benutzen, die man Haag-Dualitet fiir

lEs gibt noch den Fall unendlicher Statistik, der jedoch hier nicht betrachtet werden soll und auch
unter bestimmten Voraussetzungen ausgeschlossen werden kann.
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Iloppelkegel (oder raumartige Kegel, irn Falle des Buchholz-Fredenhagen-Kriteriums)
nennt. Diese Eigenschaft fordert, da$ die Algebren zu einem Gebiet, unter der Neben-

bedingung der Kausalitd,t, maximal sein sollen. Es soll n6,mlich gelten: Jeder Operator,
der mit allen Operatoren, die im kausalen Komplement eines Doppelkegels lokalisiert
frd, vertauscht, ist selbst in dem Doppelkegel lokalisiert. Anders ausgedrfickt: jede

zrr allen im kausalen Komplement eines Gebietes lokalisierten Messungen kompatible
Messung, ist eine Messung in diesem Gebiet. Diese Eigenschaft ist fiirtden Vakuum-
*ktor einer Menge von Modellen nachgewiesen worden. Ich m6chte jedoch betonen,
da3 die Haag-Dualiti,t sowohl von dem betrachteten Zustand, als auch von der Topo-

logie des Raum-Zeit-Gebietes abhd,ngt. Ist die Haag-Dualitiit ftir topologisch triviale
(d.h., fffr kontrahierbare Gebiete) in einem Sektor verletzt, so liegt in diesem Sektor

Parastatistik vor [DHR 7U. Liegt eine spontan gebrochene Symmetrie vor, ist also

die Eichgruppe gr6Ser als die Invarianzgruppe des Vakuums, so ist die Haag-Dualitit
sogar im Va^kuum-sektor verletzt [RoeER:rs 74].

Ist dagegen ein Sektor gegeben, f{ir den die Haag-Dualitit fffr topologisch triviale
Situationen gilt, so kann diese verletzt sein, wenn man Raum-Zeit-Gebiete betracitet,
die z.B. zwei Zusamrnenhangskomponenten besitzen. In diesem Fall kann man, falls die

Theorie Ladungen (Superauswahlsektoren) besitzt,in einer Komponente des Gebietes

eine Ladung erzeugen, in der anderen Komponente wieder vernichten. Der Efekt dieser

Operation ist eine Observable, weil die Gesamtladung nicht gei,ndert wird. Diese Ob-

servable ist (unter der Voraussetzung, daB die Felder lokal relativ zu den Observablen

sind) kompatibel mit allen im raumartigen Komplement lokalisierten Observablen. Sie

liegt aber nicht in der Algebra, die von den Observablen in den beiden Komponenten

des Gebietes erzeugt wird! Ein Teil dieser Arbeit wird sich damit beschi,ftigen, diesen

Sachverhalt in einem Modell quantitativ zu erfassen.

Viele der oben gemachten Aussagen gelten nur unter der Voraussetzung, da8 die Di-
mension der Raum-Zeit grofier oder gleich drei ist (Im Falle des Buchholz-Fredenhagen
Kriteriums: grci8er oder gleich vier). Dies ist eine Folge der Tatsache, dafi die Stati-
stik von Sektore+ i* niedrigeren Dimensionen nicht mehr von der (Para-) Bose-Fermi-

Alternative erschopft wird. Anstelle der Permutationsgruppe, die im h6herdimensiona-

len Fall die Statistik beschreibt, tritt hier die Zopfgruppe [Fnn/Rn/ScHn 89J. Insbe-

sondere die Konstruktion der Feldalgebra und der Symmetriegruppe beruht jedoch in
einem starken Umfang auf der Permutationsgruppenstatistik. Wie eine analoge Kon-

struktion im Falle der Anwesenheit von Zopfgruppen-Statistik auszusehen hat, ist
noch weitgehend ungeklirt (d* ist das sogenannte Problem der Quanten-Symmetrie).
Ein besseres Verstd,ndnis dieses Problemes ist aber wahrscheinlich fiir ein besseres

Verstdndnis freier Anyonen oder Plektonen (Teilchen mit Zopfgruppenstatistik) n6tig.
Davon wiederum verspricht marl sich tiefere Einsichten in m6gliche Anwendungen auf
niederdimensionale Quantenphf,,nomene, wie z.B. den (fraktionellen) Quanten-Hall-
Efekt. Hier kann man elementare Anregungen tber dem Grundzustand durch Teilchen

mit fraktioneller Ladung und Statistik beschreiben, die also nicht dem tiblichen Bild
von Quasi-Teilchen fermionischer Natur entsprechen [StoNE 92].

Dieser. Sachverhalt ist eine Motivation, sich (a priori unrealistische) Modelle in
1 + 1 Dimensionen anzuschauen. Es gibt aber auch eine andere Motivation. Dies ist
die Tatsache, da8 es in 1 * 1 Dimensionen eine Vielzahl an nichttrivialen, "integra-
blen" Modellen gibt. Diese Modelle eignen sich besonders gut dafiir, die strukturellen
Eigenschaften, die oben angefiihrt wurden, an konkreten Beispielen zu iiberprtfen und
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noch offene Fragen allgemeiner Natur zu testen. Es ist eine bekannte Tatsache, da3
in vielen dieser Modelle auch Sektoren mit Zopfgruppenstatistik auftreten. Man kann
also sagen' dafi die Zopfgruppenstatistik nicht 

"* irglndein pathologisches phiinomen
ist, sondern eine generische Eigenschaft niederdi*"*ionale, Theorien.

Eine gro$e Klasse dieser integrablen Modelle ist die Klqsse der konform invarianten
Quantenfeldtheorien- Hier wird die Raum-Zeit-symmetriegruppe der speziellen Rela-tivititstheorie zur Gruppe aller Mobiustransformationen erweiiert. Dies sind neben
den Poincar6-Transformationen noch alle gebrochen-linearenTransformationen, die die
Metrik des Minkowski-Raumes nur um einen Skalenfaktor d,ndern. In dieser Gruppe
sind Transformationen enthalten, die raumartige- und zeitartige Absti,nde ineinander
tberffihren und endliche Punkte nach unendlicl transformieren. Diese Gruppe ,,lebt,,
(operiert) also nicht auf dem Minkowski:Raum, sondern auf einer Kompaktifizierung
davon. Solch eine Symmetrie ist generisch fiir Systeme, die masselose Teilchen be-
schreiben- Hat man eine klassisches System masseloser Teilchen, so stellt man fest,
da8 dieses System (2.8. die Lagrange-Funktion) eine viel gro$ere Symmetriegruppe
zulafit, nd,mlich die Gru ppe aller konformer Transformationen. Diese Gruppe ist be-
kannterma8en in 1 + t Dimensionen unendlich-dimensional. Der Erz",rg"nd" dieser
Transformationen ist der Energie-Impuls-Tensor. Die Momente dieses Tensors bilden
einen satz an unabhi,ngigen, erhaltenen Gro8en.

Aus der Positivitf,,t der Metrik im Hilbert-Raurn und der Spektrumsbedingung fiir
den Erzeugenden der Raum-Zeit-Translationen folgt jedoch, da8 dies" Gr,rpp-" in- d",.
Quantentheorie keine Symmetriegruppe sein kann. Dies wird durch eine Anomalie,
die konforme Anomalie verhindert. Diese Anomalie macht sich als Schwingerterm in
den Vertauschungsrelationen des Energie-Impuls-Tensors bemerkbar und sorgt dafiir,
dafi der Vakuumzustand nicht invariant unter der gesamten konformen Gruppe ist.
Dennoch lassen sich die konformen Transformationen unitf,,r (und projektiv)-in dem
Hilbert-Raum implementieren. Eine weitere gute Eigenschaft dieser Theorien ist, da3
sie in zwei eindimensionale Theorien ufaktorisiereni, die auf den Lichtkegeln t : t
und t = -x des Minkowski-Raumes leben. Die Symmetriegruppe faktorisiert ebenfalls
in das Proiukt der Gruppen der gebrochen linearen Transformationen auf den Licht-
kegel. Man kann also diese "chiralen Hiilften" der Theorie getrennt betrachten. Wie
in der vollen Theorie sieht man, dafi die Symmetriegruppe auf dem kompaktifizierten
Lichtkegel operiert, welcher topologisch i,quivalent zir Kreislinie ist. will man also die
konforme Symmetrie der Theorie ausnutzen, so ist es nattirlich, Observablen zu be-
trachten, die in einem beliebigen Gebiet auf der Kreislinie lokalisiert sind. Es ist dieses
"Vergessen des Lichtkegels", welches viele technische Vereinfachungen ermoglicht. Ein
wichtiges Resultat sagt zum Beispiel, da8 der Vakuumsektor jedJr chiraleir, konfor-
men Theorie auf der Kreislinie Haag-Dualitiit fiir Intervalle erftittt. (Die Intervalle auf
der Kreislinie ersetzen in ihrer Bedeutung die Doppelkegel in h6heren Dimensionen.)
Haag-Dualitiit ftir Intervalle kann dagegen durchaus u"rLtrt sein, wenn man nur Ob-
servablen betrachtet, die in endlichen Raum -Zeit-Gebieten lokalisiert sind, wenn man
die Theorie also wieder auf den Lichtkegel einschrinkt.

Viele der technischen Vereinfachungen, die in einer Dimension auftreten, beruhen
auf der Tatsache, da8 die Tomita-Takesaki-Theorie der lokalen Algebren eine geome-
trische Bedeutung hat. Da diese Theorie in den neuesten Betrachtringen eine sJ gro3e
Rolle spielt, m6chte ich die Objekte dieser Theorie und ihre physikalische Relevanz
kurz vorstellen.
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Eine diskrete Symmetrie, die in jeder (lokalen) Theorie existiert, ist die PCT-
Symmetrie. Die PCT-Transformation besteht aus einer Ladungskonjugation, einer
Raumspiegelung und einer Zeitspiegelung, also einer Spiegelung am Koordinatenur-
sprung. Das PC?-Theorem besagt, dafi sich diese Transformation immer durch einen
cnti-uniti,ren Operator O im Hilbert-Raum implementierep le8t und der Vakuumvek-
tor invariant unter O ist. Dieser Operator wirkt auf ein Quantenfeld dadurch, da3 rnan
das Feld durch sein adjungiertes ersetzt und gleichzeitig die Koordinaten invertiert. In
eit er Dimension (auf dem Kreis) gibt es natiirlich keine Raum- oder Zeitkoordinaten
mehr. Die Inversion bezieht sich hier auf ein beliebiges Intervall, welches als das Inter-
lrall [0, m) auf dem Lichtkegel interpretiert wird. (Unter Ausnutzung der konformen
Symmetrie Ifi,fit sich zeigen, da8 die spezielle Wahl dieses Intervalles irrelevant ist.) Die
Inversion ist nun eine Inversion an dem Endpunkt des Intervalles, der dem Punkt 0

entspricht. Diese Transformation hat folgende Eigenschaften: Sie ist antiunitdr, sie le8t
das Va.kuum invariant und sie bildet die in dem betrachteten Intervall lokalisierten Ob-
senrablen isomorph auf die im Komplement lokalisierten Observablen ab. Das sind aber
genau die Eigenschaften, die die modulare Konjugation der Tomita-Takesaki-Theorie
charakterisieren. Weiterhin kann man die Einparameter-Untergruppe der Mobiustrans-
formationen betrachten, die die Endpunkte des Intervalles fest lassen. Identifiziert man
das Intervall mit der reellen Halbgeraden, so entspricht diese Gruppe den Transfor-
mationen d(,\) : n H 

"-Ztr)'r. 
Man sieht, dafi die Transformation d,(il gerade der

lnversion arn Intervallende entspricht. Da die Theorie konform ist, sind die Dilatatio-
nen d(t) durch unitiire Operatoren Adt implementiert. Es folgt mit den oben genannten
Eigenschaften des TCP-Operators O, da$ der Operator $ = OA+ antilinear ist und
auf Vektoren wirkt wie

SAO - A*Q,

wenn A eine in dem Intervall lokalisierte Observable ist. Dies charakterisiert den
Tomita-Operator der Algebra. Die Gruppe der Dilatationen ist dann die modulare
Gruppe der Algebra beztiglich des Vakuum-Zustandes. Diese heuristischen Betrach-
tungen zeigeh, da$ die abstrakten, rein algebraisch-analytisch definierten Objekte der
Tomita-Takesaki-Theorie der lokalen Observablen eine geometrische Interpretation zu-
lassen. Es ist diese Eigenschaft, die eine konforme Quantenfeldtheorie auf der Kreislinie
auszeichnet.

1-.L Modelle der konformen Quantenfeldtheorie
In den letzten 11 Jahren wurden bedeutende Fortschritte auf dem Gebiet der kon-
formen Quantenfeldtheorie in I + 1 Dimensionen erzielt. Grundlegend ftir diese Fort-
schritte war die Arbeit von Belavin, Polyakov und Zamolodchikov IBP Z 841. Dort
wurde gezeigt, da3 Modelle durch die bereits oben erwihnte konforme Anomalie c,

auch zentrale Ladung genannt, charakterisiert sind. Ferner wurde gezeigt, da$ die
volle konforme Gruppe nicht als Symmetrie des Modelles anzusehen ist, sondern als

spektrumsgenerierende Algebra. Sie konnten eine Klasse von Modellen in dem Sinne
explizit l6sen, da$ sie das Spektrum der auftretenden Darstellungen der Observablenal-
gebra bestimmen-, und eine prinzipielles Verfahren angeben konnten, um die (euklidi-
schen) n-Punktfunktionen der Theorie zu berechnen. Diese Klasse ist heute bekannt



Kepttpl, 1: EII\LSITUNG

als die Klasse der minimalen Modelle. lhre zentrale Ladung c ist gegeben durch 6, : cn,t
mit

cm=l - , 
6. 

r. nt)3.
m\m + L)

Ein bekanntes Resultat [Fru/Qlu/SuE S5J sagt, da8 dies die einzjgen Modelle der
konformen Quantenfeldtheoriez sind, die alle gewfrnschten Eigenscliaften haben und
fffr die c ( 1 ist. Diese einfache Klassifizierung aller c < 1 Theorien hegte die Hoffnuog,
alle Modelle der konformen QFT zu klassifizieren,bzw. exakt zu l6sen. Dies ist jedoch
ftr Theorien mit c > 1 (selbst wenn man die Einschrinkung macht, daB c rational sein
soll) noch nicht m6glich. Ein Grund dafiir ist, daB es ftir c > I immer unendlich viele
irreduzible Sektoren der Algebra des Energie-Impuls-Tensors (Virasoro-Algebra) gibt.
Marr versucht daher lokale Erweiterung der Virasoro-Algebra zu finden, die nur noch
eine endliche Zahl irreduzibler Sektoren besitzen. Man unterscheidet dann zwei Fiille.
Entweder enth6,lt die Erweiterung eine zentrale Erweiterung einer Stromalgebra, oder
sie tut dies nicht. Im zweiten Fall nennt man diese Erweiterung eine W-Algebra. Die
Darstellungstheorie, aber auch die allgemeine algebraische Struktur dieser Algebren
ist leider noch nicht sehr gut verstanden. Ein Grund dtirfte darin liegen, da$ man die
michtigen Methoden der Darstellungstheorie von Lie-Algebren fiir diese Algebren nur
zum Teil oder gar nicht zur Verfiigung hat.

Auf der anderen Seite hat man die Stromalgebren. Besonders einfachen dieser Mo-
delle ist die vorliegende Arbeit gewidmet. Abstrakt sind die Stromalgebren durch ihre
Vertauschungsrelationen definiert. Diese lauten in Lichtkegelkoordinaten:

[J"(*), tu(y)l - if:b J.(c)6(c - y) - r*n"u 6, (, - y).

Hier sind die ,fjD die Strukturkonstanten einer kompakten Liegruppe in einer festen
Basis der Lie-Algebra , gob ist die Cartan-Killing-Metrik, fr ist eine naturliche Zahl und
6(* - y) bezeichnet die Deltafunktion auf dem Lichtkegel, 6'(r - V) ihre Ableitung.
Diese Vertpuschungsregeln sind definierende Relationen fiir Algebren, die man in der
Mathematik als affine Lie-Algebren bezeichnet. In der Physik treten diese Algebren
in einer Vielzahl von Modellen auf. Ein Beispiel ist das nichtlineare Sigma-Modell
mit Wess-Zumino Term [WrttnN 84], kurz WZNW-Modell (Wess-Zumino-Novikov-
Witten). Die klassische Lagrange-Funktion dieses zweidimensionalen Modelles ist

( 1-1)

( 1.2)L- # la'*ausous-'+,br.
Hier ist g ein Feld mit Werten in der kompakten Lie-Gruppe G und f ist der
Wess-Zumino-Term. Die Stromfelder kann man dann folgenderma8en definieren
[WtmnN 84J: Bezeichnet man mit 0 die Ableitung einer Gr6Be im Minkowski-Raum
nach der Lichtkegelkoordinate r+ = t * x, dann ist "I : g-r0g ein Lichtkegelfeld mit
Werten in der Lie-Algebra von G. Ist fo eine Basis der Lie-Algebra, so erftillen die Fel-
der Jo, definiert durch J - Dot"J", die Vertauschungsrelationen (l.l). Es ist bekannt,
da8 dieses Modell ffrr den Fall k - 1 und G - O(lf) (G : U(If)) iquivalent zu einer
Theorie freier Majorana (Dirac-) Fermionen auf dem Kreis ist. Ist G eine abelsche

zlch betrachte hier nur noclrdie chiralen Hdlften einer Theorie. Die Art und Weise, wie diese
Theorien zu 1* l-dimensionaleripFTs zusammengesetzt werden, ist ein anderes Problem.
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Gruppe, gtlt also f:t = 0, so sind die Relationen eine Forrn von kanonischen Vertau-
schungsrelationen. Die Stromfelder Jo verhalten sich dann wie die chiralen Hiilften von
Ableitungen des masselosen, freien, skalaren Feldes in zwei Dimensionen.

Es ist nun eine Tatsache, da8 sich die Theorien (1.1), fiir G eine Gruppe vom
Typ A-D-E (insbesondere also nichtabelsch) und k - 1, alleine durch solche freien
Theorien beschreiben lassen [Sncnl 81J. Weiter lassen sich die ?heorien mit h ).,1
durch *Tensorprodukte" von Theorien mit k : 1 konstruieren. Man kann also viele
der Modelle (1.1) durch die Theorie freier Felder beschreiben, wenn auch diese Be-
schreibung mitunter etwas kompliziert ist3. Das lii8t vermuten, da$ schon die Modelle
(l.l) mit verschwindenden Strukturkonstanten /;6, ich nenne sie im folgenden abel-
sche Stromalgebren, viele nichttriviale Eigenschaften aufweisen. Diesen Modellen soll
in der vorliegenden Arbeit Aufmerksamkeit gewidmet werden. Es wird sich herausstel-
len, da8 sich diese Modelle einerseits so gut verhalten, da$ man viele Eigenschaften
explizit studieren kann, da8 es aber andererseits viele Eigenschaften dieser Modelle
grbt, die bisher noch nicht untersucht wurden und die auch nicht auf der Hand liegen.

!.2 Eine Ubersicht

Ich m6chte nun eine kurze 0bersicht frber die Motivation, Struktur und Ergebnisse der
vorliegenden Arbeit geben. Wie schon im letzten Abschnitt erw6,hnt, sollen in dieser
Arbeit abelsche Stromalgebren im Mittelpunkt stehen. Im Vordergrund steht dabei
das Studium lokaler Eigenschaften. Diese sind in der Literatur weniger behandelt
worden, erlauben jedoch ebenfalls interessante Einsichten. Es werden hauptsd,chlich

Eigenschaften dieser Theorien untersucht, die nicht generisch fiir konforme oder all-
gemein niedegdimensionale Quantenfeldtheorien sind, sich jedoch in den vorliegenden
Modellen b6sonders einfach und elegant l6sen lassen. Ich m6chte dies an zwei Beispie'
len erld,utern. Das erste Beispiel ist eine "klassische" Fragestellung, die in dem Rahmen
der lokalen Algebren auftaucht [Len/ScHn 67]. Man betrachte z.B. ein komplexes,
freies, skalares Feld 6@).Auf der Feldalgebra wirkt dann U(1) als globale Eichgrup-
pe, indem man das Feld / mit einer Phase multipliziert. Die Observablen sind dann
die Invarianten unter dieser Bichsymmetrie. Nach dieser Definition ist das bilokale
Feld 6-fu)6(r) eine Observable. Es fragt sich, ob dieses Feld eine Funktion des loka-

len Stromfeldes j*(*) : i : 6.(*) 6, 6@): ist, -"Can current-operators determine
a complete theory?" [LnN/ScHR 67J. Diese Frage le$t sich in der Tat positiv be-
antworten. Dabei benutzt man jedoch die Eigenschaft des massiven Feldes, da3 sich
die Nullstellen der Kommutatorfunktion im Vorwi,rtslichtkegel nicht allzusehr hdufen

[LaN/Scun 671. Eine S,hnliche Frage li$t sich auch fiir die Modelle (1.1) stellen. Hier
wirkt die Gruppe G selbst als globale Eichgruppe. Es fragt sich, ob es geeignete lokale

"stromoperatoren" gibt, die die Observablenalgebra erzeugen4. Die Frage li,St sich in
der Tat in den vorliegenden Modellett (1.1) frir k: 1 beantworten. Die Techniken, die

sTatsechlich lassen sich auch die meisten anderen bekannten Modelle mit Hilfe von Stromalgebren
beschreiben. Z.B. sind die minimalen Modelle sogenannte Coset-Theorien, die mit Hilfe einer SU(2)-
Stromalgebra gebildet werden.

4Die Ergebnisse der Arbeit [Jtinss 91] legen die Vprmutung nahe, da8 jedes lokale, konforme Netz
auf 5l von lo&clen Feldern erzeugt wird. Aber selbst wenn man diese Aussage verifizieren kcinnte,
bleibt die Aufgabe, diese Felder in konkreten Modellen zu identifizieren.

'li,

fr,, -
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man daau verwendet, sind ffberraschend einfach und bestehen darin, kombinatorische
Argumente der Loopgruppen-Theorie mit lokalen Gesichtspunkten (".8. der Tomita-
Takesaki-Theorie) zu verbinden. Fiir den Fall G = SU(z) wurde dies von Rehren
durchgefiihrt [ReHnnN 94J. Das Ergebnis zeigt, da8 in diesem Fall die eichinvarian-
ten Felder von dem Energie-Impuls-Tensor erzeugt werden. In der vorliegend.en Arbeit
werde ich dieses Resultat auf den Fall verallgemeinern, da$ G eine UetLUige Gruppe
vom Typ A-D-E ist. Die Algebra des Energie-Impuls-Tensors rUlcht in diesem Fall
nicht mehr aus, um die gesamte eichinvariante Unteralgebra zu erzeugen. Sie ist um
geeignete lokale "Casimir-Felder" z! erweitern.

Eine andere Fragestellung, die in Theorien beliebiger Dimension auftaucht, ist die
nach der Verletzung der Haag-Dualitit fiir topologisch nichttriviale Gebiete. Auch die-
se Frage le3t sich in den vorliegenden Modellen beantworten. Topologisch nichttrivial
bedeutet in einer Dimension, dafi das Gebiet nichtzusamrnenhiingend ist. Genauer
betrachte ich den Fall, da3 das Gebiet eine Vereinigung zweier Intervalle ist. Eine
Verallgemeinerung, in der das Gebiet eine beliebige, aber endliche Vereinigung von In-
tervallen ist, scheint mit den hier entwickelten Methoden ebenfalls m6glich. Es wird
sich zeigen, dafi die Verletzung der Dualitiit eng mit der Superauswahlstruktur der
betrachteten Modelle zusammenhingt.

Die dritte Frage mit der ich mich beschiftigt habe, ist die Neuformulierung der Su- *
Perauswahltheorie ftir chirale, konforme Theorien auf dem Kreis mit Hilfe modularer
Theorie. Diese Formulierung wurde von Wiesbrock [WrnseRocK g4] vorgeschlagen.
In der tiblichen Theorie der Superauswahlsektoren untersucht man die auftretend.en
Ladungen mit Hilfe sogenannter Endomorphismen, die man indirekt mit Hilfe der
Haag-Dualitit (fiir Intervalle) aus den gegebenen Darstellungen des Netzes erh6lt. Es
besteht aber das Bediirfnis die Superauswahltheorie direkt *it OUjekten zu untersu-
chen, die durch eine gegebene Darstellung bzw.einen Zustand kanonisch gegeben sind.
Ein Ansatz stammt von Fredenhagen [FneonNHAcEN g2] und benutzt die Tatsache,
da8 man auf einer Klasse von Funktionalen iiber einern Netz eine Produktstruktur de-
finieren kann, die die Komposition von Ladungen wiederspiegelt. Ein anderer Zugang
von Wiesbrock benutzt die modulare Theorie lokaler Algebren, die dem gegebenen
Zustand kanonisch zugeordnet ist. Es ist gezeigt worden, dafi sich die gesamte Supe-
rauswahlstruktur mit diesem Ansatz rekonstruieren le8t [WlnseRocK g ]. In dieser
Arbeit werde ich die Objekte dieses Zugangs in den hier betrachteten Modellen vor-
stellen und zeigen, wie sich tats5,chlich (einige) Eigenschaften der Superauswahltheorie
bestimmen lassen.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert:

o Im zweiten Kapitel werde ich die grundlegenden Definitionen und Aussagen der
algebraischen Quantenfeldtheorie einfiihren. Dies geschieht erstens, um di" for-
male Grundlage ftir die folgenden Kapitel zu legen und zweitens, um einige Tech-
niken zu erliiutern, die fiir diese Theorie typisch sind.

. Im dritten Kapitel werden die abelschen Stromalgebren eingefiihrt. Ich analy-
siere ihre Superauswahlstruktur und zeige, da$ die Sektoren des Modelles durch
lokalisierte Automorphismen erzeugt werden. Danach diskutiere ich m6gliche
lokale Erweiterungen dieser Modelle. D.h. ich untersuche die Frage, ob es lo-
kale Feldalgebren gibt, die diese Stromalgebren enthalten. Diese k6nnen dann
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ebensogut als Observablen angesehen werden, deren Superauswahlstruktur sich
untersuchen le$t. Die Ergebnisse sind, wenn auch in einer anderen Formulie-
rung, weitgehend bekannt (siehe z.B. [Goo lOu 85]). Die Analyse in diesem
Kapitel verli,uft weitgehend analog zu der Analyse von Bqchholz, Mack und Te.
dorov iiber eindimensionale Stromilgebren [BMT SSJ. Ich kann mich deshalb
kurz fassen. Im Anschlu$ betrachte ich den Zusammenhang der Modelle mit der
Darstellungstheorie bestimmter Loopgruppen.

. Im vierten Kapitel zeige ich quantitativ, wie die Haag-Dualitit fiir nichtqusam-
menhd,ngende Gebiete verletzt wird. Ich nutze in dieser Untersuchung aus, da$
sich die abelschen Stromalgebren als freie Theorien im Fockraum realisieren las-
sen. Dies ermdglicht es die Resultate von Araki und anderen [Ln/Ro /Tn 7S)
[Anext 63] zu benutzen. In diesem Kapitel werde ich auch die Wirkung der
(orientierungserhaltenden) Diffeomorphismen der Kreislinie auf den lokalen Al-
gebren genauer untersuchen. Desweiteren werden als "Abfallprodukt" der Fock,
raumdarstellung Zustandssummen berechnet. Diese werden in Kapitel 6 bendtigt.

o Im ffinften Kapitel behandele ich die modulare Theorie der abelschen Strom-
algebren und ihrer lokalen Erweiterungen. Schwerpunkt wird dabei sein, die loka-
lisierten Connes-Kozykel zu berechnen, welche zu lokalisierten Automorphisrnen
der Stromalgebra fiihren. Wie im dritten Kapitel erliutert, ftihren diese Auto-
morphismen dann zu den Sektoren der Theorie. Die physikalische Interpretation
dieser Kozykel ist, da8 sie die Verschiebung einer Ladung von einem Intervall in
ein anderes beschreiben. Da sie mit der modularen Gruppe der lokalen Algebren
zusammenhi,ngen (durch sie bestimmt sind), sind diese Operatoren auch vom
mathematischen Gesichtspunkt aus sehr natiirlich. Neben diesen strukturellen
Einsichten m6chte ich zeigen, wie sich die sonst eher abstrakten Begrife der
modularen Theorie lokaler Algebren in diesem konkreten Beispiel der abelschen
Stromalgebren recht einfach handhaben lassen.

o Im sechsten Kapitel geht es um die oben erwd,hnte Frage, wie sich eichinvariante
Algebren durch Quantenfelder charakterisieren lassen. Wie irn zweiten Kapi-
tel beschrieben, kann man mit Hilfe abelscher Stromalgebren lokale Netze kon-
struieren, die die Wirkung einer kompakten nichtabelschen Lie-Gruppe zulas-
sen. Ich werde zeigen, da8 das Net z der Invarianten unter dieser Wirkung von
Casimir-Feldern erzeugt wird. Casimir-Felder [Bal/Bou/ScH/Sun 88] sind da-
bei natiirliche Verallgemeinerungen des Sugawara-Energie-Impuls-Tensors. Der
Schwerpunkt der Aussagen liegt auf den lokalen Aspekten. Dieses Kapitel stellt
somit eine Verallgemeinerung eines Resultates von Rehren [RnuneN 94J dar, der
eine Vermutung von.Schroer bewies.

. Im letzten Kapitel fasse ich die gewonnenen Einsichten und Ergebnisse zusam-
men.

11
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Kapitel 2

f)ie mathematische Formulierung
der physikalischen Prin zipien

In diesemKapitel ftihre ich die grundlegenden Definitionen des Haag-Kastler-program-
mes auf und stelle die wichtigsten Techniken vor. Ich beschrinke mich von vornherein
darauf, dies fiir den Fall einer chiralen Theorie auf dem Kreis durchzuftihren, werde
aber an gegebener Stelle auf Besonderheiten aufmerksam machen, die aus dieser Wahl -der "Raum-Zeitt' resultieren.

Im zweiten Abschnitt werde ich kurz darauf eingehen, wie sich solche Theorien
im Rahmen des Wightman-Zugangs zur Quantenfeldtheorie darstellen. In diesem Ab-
schnitt werde ich mth sehr kurz halten und stelle auch keinen errprnch, dieses Thema
in seiner Vollstd,ndigkeit wiederzugeben. Einige Resultate benotige ich jedoch in dem
Kapitel tber Casimir-Felder.

't.., 
t'

2.L Chirale Netze auf dem Kreis
Es sei Sr g {, € Al lrl : t} der Einheitskreis. Die Gruppe ^gU(l,1) ist die Gruppe
aller 2 x 2-Matrizen

mit lal' - lbl'- 1.

,9U(1,1) wirkt durch gebrochen-lineare Transformationen auf ,St:

SU(I,1) ) s = + sz=#€ sr
oz+a

Man sieht, da8 zwei Elemente in ^9U(1, 1), die sich nur um ein Vorzeichen voneinander
unterscheiden, dieselbe Wirkung haben. Bildet man die Quotientengruppe bezffglich
der von den Matrizen *1 erzeugten Untergruppgr so erhilt man aie ntOUiusgrufpet
P SU(l, 1).

- 
llm--strengen Sinne ist die Mobiusgruppe die Gruppe aller gebrochen linearen Ttansformationen

der reellen Geraden. Die hier betrachtete Gruppe geht durch Cayley-Ttansformation aus dieser heryor.

(;:) a,bec,

(;:)

L2



I

t

l

Knprtnl 2: Dtn MATHEMATIScHE FonuuLtgRuNG.. . 13

Von besonderer Bedeutung im folgenden sind die Einparameteruntergruppen der

Rotationen und der Dilatationen. Die Rotationen r(t) sind gegeben durch die Matrizen:

'(r)
leit o
I

\ o e-i* ), 
t€tR, r(t)z:"i'r.

Die Wirkung der Einparametergruppe der Dilatationen ist gegeben durch:

A1z I cosh(t)z * sinh(t) t€rR.
sinh(t)z * cosh(f )'

Im Gegensatz zu den Rotationen besi tzen diese Transformationen die beiden Fixpunkte
z = *L Sie lassen weiterhin den,oberen und den unteren Halbkreis invariant. Ich werde

spi,ter noch ausftihrlicher auf diese Transformationen eingehen.

Ich betrachte im folgenden Intervalle / auf 51, deren Komplement .I" ebenfalls

nichtleere Intervalle sind. Notation: /C^91. Es sei 7{ ein (komplexer) Hilbert-Raum.
Die Algebra der beschrinkten Operatoren in H bezeichne ich mit B(T{). Fiir eine

Teilmen ge A C B(Tt) bezeichne ich mit .4 die Kommutante von .4 io B(Tt):

A' Y {A' e B(11)lA' A = AA'v A €,4}.

Der Zugang von Haag-Kastler zur Beschreibung der Quantenfeldtheorie, beruht auf
der Annahme, da3 die in einem Raum-Zeit-Gebiet me$baren Gr68en eine Algebra
beschrinkter Operatoren bilden. Physikalische Eigenschaften, wie z.B. die Kausalitd,t

werden als Bedingungen an diese Algebren gestellt.

Definition 2.1.1: Ein chirales konformes Netz auf ^91 ist eine Abbildung,
die jedem Intervall /CSl eine von Neumann-Algebra beschrd,nkter Opera-

toren A(I) auf einem Hilbert-Raum ?( zuordnet, so daB folgende Bedin-

gungen erfiillt sind:

(i)/ cJ =+"4(I) cA(J) (Isotonie).

(ii)/ c J" + A(I) c A(J)' (Lokalitat).

(iii) Es gibt eine unitiire, stark-stetige Darstellung U, der M6biusgruPPe

PSU(I,1) in?{, mit: s e PStl$,l) =+ U(s)"ag)U.(g) - A(gI). Ferner

gibt es einen eindeutigen Vektor 0 in 7'(., invariant unter dieser Darstellung

(Kovari anz)

(i") Der Erzeugende H der Darstellung der Rotationsuntergruppe von

P SU (1, 1) hat nichtnegatives Spektrum (Spektrumsbedingung).

Bemerkungen: (i) Die Bnthaltenseins-Relation von Teilmengen von .S1 definiert eine

kausale Struktur auf St: Zwei Intervalle / und J hei$en kausal disjunkt; w€Drr ihre
Schnittmenge leer ist. Die zugehorigen Raum-Zeit-Transformationen respektieren diese

kausale Struktur, d.h. InJ - 0 impliziert auch gIngJ - 0 fiir alleg e PSU(1, 1). Dies

rechtfertigt es, chirale Netze als eigenstfi,ndige Modelle fiir eine Quantenfeldtheorie zu

betrachten.
(ii) Im Gegensatz zu dem urspriinglichen Haag-Kastler-Programm nehme ich an, dafi

die lokalen Algebren konkret als von Neumann-Algebren auf einern ausgezeichneten

I
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Hilbert-Raum (dem Vakuumhilbertrau*), und nicht als abstrakte C.-Algebren gegeben
sind. Diskussionen, die diesen Standpunkt rechtfertigen, bzw. Argumente, wann dies
eine Einschrinkung ist, sind in dem Buch [Hae,c 921 zu finden. Ich will hier lediglich
bemerken, dafi man durch dieses Vorgehen auch Eigenschaften iiber die Dynamik in
die grundlegenden Definitionen aufnehmen kann
(iii) Der Erzeugende f/ der Rotationen iibernimmt die Rolle des Her.milton-Operators.
Man kann zeigen, dafi die Positivitfi,t von I/ d,quivalent zur Positivitd,t des Energie-
Impulsspektrums in 1 * 1 Dimensionen ist, falls die chirale Theorie die "chirale Hilfte"
einer 1 + 1 dimensionalen konformen Theorie ist.

Eine wichtige technische Voraussetzung ftir die Analyse der Superauswahlstruktur ei-
nes Netzes von von Neumann-Algebren ist die Haag-Dualiti,t in der Vakuumdarstel-
lung [DHR 71J. Auf den Fall chiraler Netze angewandt bedeutet Haag-Dualitiit, dafl
ffir alle Intervalle /CSr gilt:

A(r) - A(r")' (2.1)

Das folgende Theorem zeigt, da$ Haag-Dualitiit im Vakuum-Sektot eine generische
Eigenschaft chiraler, konformer Netze auf .91 ist ([Fno/Gnn 92] [Bnv /Gut/Lo gBJ):

Theorem 2.L.2: Ein chirales konformes Netz auf ,91 erfiillt Haag-Dualitit
(Gleichung (2. 1)) im Vakuumsektor.

Haag-Dualitit im Vakuumsektor kann verletzt sein, wenn man das Net z auf. den punk-
tierten Einheitskreis St \ {(}, ( e St einschrinkt [Bucn/ScH-M gOJ

Der allgemei nen Philosophie des H aag- Kastler-Prograrnmes folgend, sollen physika-
lische Eigenschaften des Modelles durch Darstellungen des Netzes beschrieben werden.
Es ist daher zund,chst zu definieren, was eine Darstellung ist. Eine Darstellung des Net-
zes I r-> A(I) ist eine Familie von Darstellungen rI der einzelnen Algebren "a(/), die
vertrdglich mit der Isotonie des Netzes sind: Ftir /CSl sei zrr eine Darstellung von
A(I) in einem Hilbert-Raum ?1, und es gelte:

ICJ =+ rJlery:oI .

Ein chirales konformes Netz auf ,91 beschreibt ein physikalisches System mit un-
endlich vielen Freiheitsgraden. Es ist daher verstiindlich, da$ ein Netz eine sehr gro8e
Zahl an ini,quivalenten Darstellungen besitzt. Es gilt Bedingungen zu finden, die phy-
sikali,sch releuante Darstellungen charakterisieren. Eine Minimal-Forderung ist die Be-
dingung, da8 die Rotationen dargestellt werden und ihr Erzeugender nic-htnegatives
Spektrum hat. Von gr<i8erer Bedeutung sind aber die Fnlle, in denen die Darstellung
auch kovariant unter der gesamten Gruppe P^9U(1,1) ist:

Definitioii 2.1.3r Eine Darstellung (r, vt^) des Netzes I ,- A(I) heist
kovariante Darstellung mit posi{ver Energie, wenn es eine Darstellung U,
der universellen Uberlagerung frtr0, l) gibt, mit:
(i)

|fo, (u(dAu(g)) - u*(g)"r1,e}u;(f ), /csr, e e psu(l, 1).

Hier ist ftr g e PSU(L,I), g ein Element in der universellen Uberlagerung,
dessen Bild in PSU(t, t) unter der kanonischen Projektion gleich g ist.
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gibt einen posi,tiaen Operator Hn in 7{n, so dafi die Operatoren
€ R die Rotationen in 7{n implementieren:

o,@r(u(r(t))Au.(r(t))) = eitunnr(A)"-,rH" vA e A(I),/c,Sr . (2.2)

Diese Bedingung legt den Erzeugenden Hn noch nicht eindeutig fest. Ist n6,mlich V
ein positiver Operator in (uzrt(.A(/)))' c B(?{,), so erftillt der Operator Hn * I/ diese
Bedingungen auch. Eine geeignete Wahl fiir diesen Operator ergibt sich oft aus anderen
Bedingungen, wie z.B. der Forderung nach Kovarianz von implementierenden Feldern.

Wie bereits in der Einleitung erwdhnt, spielen in hoheren Dimensionen Lokali-
sierungseigenschaften von Darstellungen eine grofie Rolle. Dies war eine Folge der
Annahme, da8 Darstellungen lokalisierten Teilchenanregungen entsprechen. In weiter
Entfernung von diesen Teilchen sollte deren mefibarer Effekt jedoch verschwindend
gering sein. In den hier betrachteten konformen Theorien verlieren diese Motivationen
teilweise ihren Sinn: Erstens beschreiben konforme Theorien keine massiven Teilchen-
anregung€trr zweitens kann man sich in einer kompakten Raum-Zeit nicht beliebig weit
von einem bestimmten Punkt entfernen. Die Forderung, da$ eine beliebige physika-
lisch sinnvolle Darstellung unitf,,r d,quivalent zur Vakuumdarstellung ist, wenn man
sie auf eine bestimmtes Raum-Zeit Gebiet einschri,nkt, ist aber auch technisch sehr
wichtig. Durch sie kann man solche Darstellungen nd,mlich durch Morphismen der Ob-
servablenalgebra beschreiben IDHR 71]. Es ist daher beruhigend zu wissen, dafi in
chiralen, konformen Theorien auf ,Sl Lokalisierungseigenschaften allein schon aus der
Bedingung der positiven Energie folgen. Es gilt [BMT 88J:

Theorem 2.1.4: Es sei I ,- A(I) ein chirales, konformes Netz auf ,5r.

Dann ist jede Darstellung 7r mit positiver Energie lokal fi,quivalent zur Va-
kuumdarstellung. Genauer: Fiir jedes Intervall /CSl gibt es einen unitiren
Operator I/ von 'l1o nach 7{n, mit

"'(A):VAV* Ae-4(I).

(ii) Es

"itfr",, 
t

(2.3)

Wie oben bemerkt, kann man diese Aussage benutzen, um Darstellungen durch Mor-
phismen zu beschreiben. Bevor ich zeige, wie man aus Darstellungen Morphismen
erhd,lt, m<ichte ich jedoch die sogenannte uniuerselle Algebra einffihren. Bis jetzt ist
ein Netz eine Familie von Algebren, indiziert durch Intervalle /CSl. Darstellungen
dieses Netzes sind somit auch Familien von Darstellungen, die gewissen ,Konsistenz-
bedingungen geniigen. Man kann nun die lnformation dieses Netzes in leine einzige
Algebra kodieren. Um die Schwierigkeiten dieser Konstruktion zu verdeutlichen, be-
trachte ich zunichst einmal alle (abgeschlossenen) Intervalle /C,Sl, die einen beliebigen
Punkt ( (den Punkt bei unendlich) nicht enthalten. Die Menge:

U A(I)
rcsl\{(}

ist dann eine normierte *-Algebra. Denn zu je zwei Intervallen .I1 und /2 gibt es ein
drittes Intervall, das Ir und /e enthfr,lt. Damit ist in der Menge (2.4) die Multiplikati-
on wohldefiniert. Genauso sieht man, da0 diese Menge eine natiirliche Norm besitzt,
die die C.-Eigenschaft hat. Den C*-Abschlu8 dieser Algebra nennt man die quasilo-
kale Algebra. Alle Eigenschaften des Netzes I ,- A(I),.IC,Sr \ {(}, kann man nun

(2.4)
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als Eigenschaften der quasilokalen Algebra formulieren. Man sieht jedoch, dafi diese
quasilokale Algebra nicht mehr die gesamte Gruppe PSU(I, t) als Symmetriegruppe
zuli,St' Man hat die konforme Kovarianz des urspriinglichen Netzes verloren.

Versucht man die obige Konstruktion auf das gesamte chirale Netz zu ribertragen,
d.h. betrachtet man auch Intervalle, die den Punkt ( enthalten, so st68t man auf die
Schwierigkeit, da8 die Intervalle /CSr keine gerichtete Menge bilden . Zuje zwei solcher
Intervalle gibt es nicht immer ein drittes, welches die beiden anderen enthiilt2.

Uber eiRe universelle Konstruktion bestimmt ein chirales, konformes Netz dennoch
eine eindeutige C*-Algebra:

Theorem 2.1.5: Zu jedem chiralen, konformen Netz I ,-+ A(I) gibt es
eine eindeutige C.-Algebra .A.-iu, die die folgenden Bedingungen erftillt:
(i) Fur jedes Intervall /C^91 gibt es unitale Einbettungen iI: A(I) * -4,-i",
mit

it le0l, : iI falls I c J (2.5)

und ,4*,i., wird von den Algebren lI(A(t)), /a^gt, erzeugt.
(ii) Zu jeder kovarianten Familie von Darstellungen mit positiver Energie
existiert eine eindeutig bestimmte Darstellung von /ooi., in Tln, mit

roil --oI

Bemerkungen: (i) Dieses Theorem rechtfertigt es, von einer Darstellung eines chi-
ralen, konformen Netzes auf ^Sl zu sprechen. Ich werde in Zukunft einfach zr fiir ko-
variante Darstellungen mit positiver Energie eines Netzes schreiben. Es ist dann z.B.
r(A(I)) : ir o iI (A(I))".
(ii) Die universelle Algebra gestattet es viele Eigenschaften des Netzes zu studie-
ren, die in den einzelnen lokalen Algebren nicht zu erkennen sind. So enthilt ,4o,ri"
Operatoren, die globalen Ladungen entsprechen. Fiir solche Betrachtungen siehe z.B.
[Fnn/Rn/ScHn s2].

(iii) Beweise dieses Theorems sind in [FneDENHAGEN 90] und [Gur/LoN g2J zu fin-
den.

Es sei nun zr eine kovariante Darstellung des Net zes A(I) mit positiver Energie.
Wie in der {iblichen DHR-Theorie, kann man die lokal" Aq,rirul"rz zur Vakuumdar-
stellung'(Theorem 2.1.4 oben) benutzen) um Darstellungen durch Morphismen, hier
Endomorphismen der universellen Algebra zu beschreiben. i

Proposition 2. 1.6: [Fnn / Rn/ ScHn 921 Zujeder kovarianten Darstellung
zr mit positiver Bnergie des Netzes I a A(I) gibt es einen Bndomorphismus
p der universellen Algebra, so da8 )

7f t\' 7lO O P. (2.7)

Beweisskizzez Da in diesem Beweis das Konzept des Ladungstransporters zum er-
sten Mal auftaucht, mochte ich kurz skizzieren, wie man diese Proposition beweist.
Einzelheiten sind in [Fnn /P"n/S:HR 92] zu finden. !

2Damit ist das Netz auch kein Netz im technischen Sinne. Ich werde dieses Wort der Einfachheit
halber trotzdem benutzen.
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Es sind ftir jedes Intervall JA^9r Morphismen pr : ir (A(J)) * ,4,,oi, zu finden, die
die KohS,renzeigenschaft :

pr l;* @(K\\ : pK , falls K c J

erftllen. Es sei /C^51 beliebig. Nach Theorem 2.I.4 ist die Darstellung zrr von "4(/")
iquivalent zur Vakuumdarstellung. Es sei I/ ein unitfi,rer Operator, der diese Aquiva-
lenz implementiert. Es gilt also

oI'(A) -- v Av- (A e A(1")). (2.e)

Sei nun zundchst /CSr ein Intervall, das f enthilt: I C J . Dann definiert man, wie in
der DHR-Theorie: '

FI(A)E v*ot(A)v (A e A(J), r c J). (2.10)

Wie ublich nutzt man die Haag-Dualitdt aus, um zu zeigen, da$ /r (A) ein lokaler
Operator ist: Ist A' € A(I{"), J c K und A e A(J), dann folgt mit Gleichung (2.9):

vr @)A' : v*rr (A)v A,

- v*rr (A1nK" 1A'1v

- A'Vt (A).

Ffrr jed es K ) J ist also 7r @) e A(K")' = A(K). Man kann also einen Morphismus
definieren durch:

pt(it(A)) g i*(Vt(A)) J ) r,K ) J,AeA(J).

(2.8)

(2.11)

Um einen Endomorphismus fiir E?nz r4,rrri" zu erhalten, mufi man noch eine Vorschrift
ftr Observablen A angeben, die in einem Intervall J, mit J ) Ic lokalisiert sind.
Ftr solche Operatoren ist Pr(A) (Gleichung (2.10)) i. a. kein lokaler Operator mehr.
Es ist aber ein Produkt lokaler'Operatoren. Dies kann man ftr die Definition des

Endomorphismus ausnut zen. /
Bs sei J f I', A,€ A(J), g € PSU(1,1), mit 97" _ J und B € A(1"), mit

U(g)BU.(g) - A. Dann gilt aufgrund der Kovarianz der Darstellung zr:

or (A) - osl" ((J (g)BtJ- (d)
= U"(E)V BV-U;(O)
: U"(g)vU. (g)LU (s)V U;(g),

und somit

v.rr (A)v : v.u"(s)vu* (g)Au(s)v.U;(ilv
: V-(g)AV(g), mit v(g) - U(s)v.U;(g)V.

Nun ist V(9) e B(ht) ein lokaler Operator: Es sei A' e A(g-tl"). Dann folgt wegen

I" c J - gI": A' e A(g-tl') c A(1").Mit Gleichung (2.9) erh6,lt man:

A' = V-(E)A'V(O).
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Mit der Haag-Dualitiit ist somitV(g) e A(g-rI"),= A(g-tI). Man definiert nun

pr (ir (A)) E ;e-'I7y*@)i! @)in-'I (vGD A e ,4(J), J ) 1". (2.12)

Es bleibt nt zeigen, da8 die Definitionen (2.L1) und (2.12) kompatibel sind und nicht
von der Wahl des Intervalles J und damit von g bzw. dem IntertwinerV(!) abhiingen.
Dies ist in [Fnn/Rn/ScHn 92] getan und ich verweise auf diese Arbeit. tr

Hat man erst einmal die Beschreibung von Darstellungen durch Endomorphismen
zur Hand, so kann man viele Eigenschaften dieser Darstellungen anhand 'oon Endomor-
phismen beschreiben. Insbesondere kann man das Produkt von Darstellungen durch
das Hintereinanderausfiihren von Endomorphismen definieren. Sind Tt ? 1to o p1 un4
ntz i 7ro o p2 zwei "Einteilchendarstellung€Dtt, so beschreibt die Darstellung:

def
7tt X ltz : Troo ho Pz

die Anwesenheit von zwei Teilchen. Viele physikalische Begriffe, wie z.B. die Stati-
stik von Teilchen lassen sich so rnit Hilfe von Endomorphismen verstehen [DHR 71,
Hanc 92, Fnn/Rn/ScHR 891.

2.2 Wightmalt-Felder
Ich m6chte noch auf die Beschreibung einer chiralen, konformen Quantenfeldtheo-
rie durch Wightman-Felder im Rahmen von [Stn/WrcH 64] [Josr 6b] eingehen.
Hier werden die physikalischen Freiheitsgrade durch operatorwertige Distributiorr"rt
drr-..rQn beschrieben. DerEinfachheit halber nehmeich n: 1 an'und nenne d: dr.
Es sei S(St) der Raum aller Testfunktionen auf 51 , T{ der Vakuumhilbertraum mit
Vakuumvektor O. Ftir alle / € 5(^91) ist also |Vlein unbeschriinkter Operator inT{.
Der gemeinsame, unter den Feldern /[/J invariante Definitionsbereich D enthiilt den
Unterraum Do Ef p(St)O, der entsteht, wenn man alle Polynome in den Feldern auf
den Vakuumvektor anwendet. Es sei ftir ein beliebiges Wightman-Feld X in T{:

x[/]t I xtfl*lao.

(2.13)

(2.r4)

iili\

Bezeichnet / ,- f den Ubergang zur komplex konjugierten Funktion, so ist ein Fetd
X hermitesch, wenn Xlflt = X[/-] gilt.

Die physikalischen Eigenschaften der Lokalitit, Kovarianz und Energie-Positivitit
werden jetzl, wie folgt formuliert:

(i) Es seien / und g Testfunktionen auf ,Sr, mit disjunktem Triger. Dann
gilt:

(ii)Esgibteiireo',-"l1-'jl',Y:,J.*.r,E|i,,,),"?lund"'":,:']
(den konformen Spin), so da8:

Uk)A -O U(s)Do-Ds Vg€ PSU(I,1) (2.16)

und

u(s)6tflU-(g):6lfn],fu(d9(ry.;-("-r)1@-',).(2.I7)
(iii) Der Erzeugende der Rotationen [/(r(t)) hat nichtnegatives Spektrum.
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Es sei 6 ein kovariantes Wightman-Feld auf ^91 mit Spin s. Man definiert Operatogen
d)n, n € Z mit Definitionsbereich Do durch:

6^9 61""1. (2,1S)

ht / € S(Sr) eine Testfunktion mit Fou fievZerlegung f (r) = Dnez fnz-n, dann folgt
aus dieser Form el: $[fl : Dnezdnf -*. Die Distrinutiol St', ,T'OGi Hfr,t sich dann
formal ebenfalls als Fourier-Reihe schreiben:

dQ)- f 6nz-tu+'), d(r). : z2'"d(z).
nez

Formalgilt dann: d[/] - ! 6k)f|)r'# Diese Formeln werde ich in einemspitteren
Kapitel ausntitzen. Ein unter der Daiil"llung [/ kovariantes Feld nennt man auch
quasiprimrir.

Aus der Spektrumsbedingung ffir den konformen Hamiltonian kann man folgende
wichtige Eigenschaft fiir die Fourier-Modes dn des chiralen Feldes ableiten

Proposition 2.2.!: Es sei O € Tt der Vakuumvektor. Dann gilt ftir die
Fourier-Moden des Feldes /:

6-*-"'6-orn*0 =+

Insbesondere ist /,rQ - 0, falls n ) 0.

)0Vr=

Ich mochte noch diskutieren, wie man aus Wightman-Feldern ein lokales Netz kon-
struieren kann. Eine naheliegende Moglichkeit, einem Feld X lokale Algebren zuzuord-
nen wd,re, beschrinkte Funktionen der Operatoren X(f) rubetrachten, wobei / frber
alle Testfunktionen l6uft, die Triger in einem gegebenen Intervall von ^91 b"ritr"o.
Diese Definition setzt jedoch Kenntnisse iiber die Selbstadjungiertheit der Operato-
ren X(/) voraus, die im allgemeinen fiir Wightman-Fblder nichi bekannt sind und oft
auch nicht gelten. Auch tritt die Schwierigkeit auf, dafi die so gewonnenen Algebren
nicht unbedingt das Prinzip der Lokalitet erfffllen mtissen. Es gibt durchaus wesentlich
selbstadjungierte Operatoren mit gemeinsamen dichten Definitionsbereich, die auf die-
sem Bereich im Sinne voir (2.15) kommutieren, deren beschrinkte Funktionen jedoch
nicht alle miteinander kommutieren [Rn/Sl SOJ.

Eine Definition, die zumindest die erste dieser Schwierigkeiten umgeht, kann rnan
fglgendermafien motivieren. Es sei,4x(/) eine lokale Algebra, die in einer Weise dem
Feld X zugeordnet sei. Sinnvollerweise sollte ,Ciese Algebra aus beschrd,nkten Operato-
ren bestehen, die mit den Operatoren X(/) vertauschen, falls / Trd,ger im Komplement
'f" von / hat. Es liegen nun zwei Moglichkeiten auf der Hand, lokale Algebren zu de-
finieren. Die erste ist, da8 sie aus allen beschri,nkten Operatoren besteht, die mit
solchen'X(f) vertauschen. Es ist jedoch nicht klar, ob diese Menge iiberhaupt eine Al-
gebra bildet. Diesweite Mdglichkeit besteht darin, da8 man in einem gewissen Sinne
die Doppelkommutante nimmt:

Definition 2.2.2: Es sei .I ein Intervall auf ^9r und X ein Wightmanfeld
in 7t. Die lokalisierte schwache Kommutante ist

Px(I) E {o . B(it)l@6, x(f),D - (Ax(ilt 6,,h)
Vd,rb e Do, und supp (/) c f 1 .

ifr,
'f =1

I

(2.1e)

(2.20)

(2.21)
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Algebren, die dem Gebiet I zugeordnet sind, werden definiert durch:

A(/) E PxU)'. (2.22)

Es bleibt wiederum die Frag e zu kl6ren, wann die Zuordnung I r+ A(I) ein lokales
Netz von von Neumann-Algebren definiert, d.h. wann die Inklusion

A(/) c -4(1")'

gilt. Lokalitiit gilt auf alle Fiille dann, wenn die folgenden beiden Bedingungen erftillt
sind [Dru/Suu/WrcH 86J:

1. DiePx(/) sind Algebren.

2. Es gibt ein Intervall /c^9r, so da$ ,4(/)O dicht in '11x, dem Hilbert-Raum der
Wightman-Theorie ist3.

Fffr das erste Kriterium gibt es eine hinreichende Bedingung, die im allgemeinen gut
nachzuprtifen ist. Eine auf unseren Fall angepafite uqd etwas abgeschwi,chte Form
dieser Bedingung lautet [Dnt/Sutvt/WrcH 86]:

Lemma 2.2,32 Es sei // der konforme Hamiltonoperator. Dann ist Py(I)
eine Algebra, wenn fiir alle / mit supp(/)C/ und alle tl.t e Do Konstanten
cj > 0 und n € N existieren, mit

llx(f),bll s "1ll(n + id)"tp1;.

Man sagt dann, das Feld erftillt eine polynomiale Energie-Abschdtzung. Solche Ab-
schitzungen sind in der Regel erffillt, d.h. die schwachen Kommutanten sind normaler-
weise Algebren. Die zweite Bedingung ist im allgemeinen sehr viel schwieriger nachzu-
prtfen. Ich mdchte dazu nur bemerken, da8 fiir den Fall linearer Energie-Abschiitzun-
gen noch relativ handliche Kriterien existieren, wann die Algebren A(I) lokal sind
[Drun/FHO 74 (siehe auch [Bon/YNc 90] und [Bu cHHoLz 90] fiir den allgemeinen
Fall).

3Das ist der Untenaum von 7{ der aus der Wightman-Rekonstruktion mit dem F'eld X hervorgeht.



Kapitel 3

Abelsche Stromalgebren auf dem
Kreis und ihre lokalen
Erweiterungen

In diesem Kapitel stelle ich abelsche Stromalgebren fiber einem euklidischen Vektor-
raum vor. Im allgemeinen versteht man unter einer chiralen Stromalgebra auf dem
Kreis Modelle, die von Wightman-Feldern Jo erzeugt werden, die den Vertauschungs-
relationen (1.1) geniigen. Um Schwierigkeiten der Definition solcher Distributionen zu
umgehen, werde ich den Ideen des Haag-Kastler-Programmes folgend diese Model-
le abstrakt als *-Algebren definieren. Anschlie8end wird die Darstellungstheorie der
entsprechenden lokalen Netze bzw. der universellen Algebra untersucht. Es wird sich
zeigen, da$ es eine iiberabziihlbare Menge ini,quivalenter irreduzibler Darstellungen der
universellen Algebra gibt. Eine treue Darstellung kann nur auf einem nichtseparablen
Hilbert-Raum gefunden werden. Um zu Modellen zu gelangen, deren physikalischer
Hilbert-Raum separabel ist, betrachte ich lokale Erweiterungen solcher Stromalgebren.
Derartige Erweiterungen lassen sich in einer einfachen Weise durch integrale gerade
Gitter klassifizieren. Dies ftihrt dann unter anderem zu Modellen der chiralen kon-
formen Quantenfeldtheorie, die von Darstellungen einer Loopgruppe erzeugt werden.
Die Ergebnisse dieses Kapitels sind im wesentlichen in der Literatur ztr finden, ledig-
lich die Betonung auf die lokalen Algebren ist neu und kntpft an die Ergebnisse von
Buchholz, Mack und Todorov [BMT 88] an. Viele der Ergebnisse k6nnen direkt aus
dieser Arbeit tibernomfnen werden, so da8 ich mich oft kurz fasse. Die gesamte Analy-
se kann auch als Spezialfall der Superauswahlanalyse f:dlr einfache Sektoren ri la DHR
IDHR 69 I, DHR 69 II] angesehen werden. Unter diesem Gesichtspunkt lassen sich
die lokalen Erweiterungen als DHR-Feldalgebr a bosonischer Sektoren zur Stromalge-
bra auffassen. Diesen Zusammenhang werde ich kurz skizzieren. Daraus ergibt sich vor
allem, dafi die Stromalgebra der eichinvariante Anteil der lokalen Erweiterung unter
der Wirkung einer kompakten, abelschen Eichgruppe (1. Art) ist.

I

h,

2t
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S.L Abelsche Stromalgebren

Abelsche Stromalgebren auf 51 sind durch die erzeugenden Felder Ji, i - L,. . . ,fr,
mit folgenden Relationen definiert: 

i

[J'("r),li (rr)] : -s'i 6'(r, - ,r).

Dabei ist g;j eine positive, symmetrische Matrix (d.h.eine Metrik) und 6'(r, - z2) ist
die Ableitung der Delta-Distribution auf dem Kreis: t *f Q)6'(, - r'): -f'(r').

Das Attribut abelsch kommt daher, da8 man die rechte Seite in den Vertauschungs-
relationen als Schwinger-Term ansehen kann (siehe auch Gleichung (1.1)). Da diese

Objekte selbst nach Verschmierung mit glatten Testfunktionen noch unbeschriinkte

Operatoren sind, ist es ratsam nur beschrS,nkte Funktionen dieser Operatoren zu be-

trachten. Es sei Jd[/] : t i*l'(r)f(z).Dann liefert die formale Rechnung mit der

BCH-Formel ffrr die Operatoret ,tJ*t/l 4i" Relationen:

eiJkllleiJttel - "-tnil 
I #t'n 

"i(Je[tl+Jrlsl).

Dies sind im wesentlichen die Relationen, auf die ich die Theorie der Stromalgebren \
aufbauen mochte. Es ist jedoch ntitzlich die Metrik koordinatenfrei zu schreiben. Ich-
beginne mit einigen Definitionen.

Es sei I/ ein reeller Vektorraum der Dimension n ( oo mit ( euklidischem) inneren

Produkt (.,.). Ich bezeichne mit LV den Vektorraum aller glatten Funktionen von .9r

nach V (das sind die Loops in I/). Bin Element / € LV besitzt die Fourier-Entwicklung

f (r) :inez fnz-nrwobei die Koeffizienten in Vq - V $nC, der Komplexifizi"tn*g rrott

V liegen und die Realitiitsbedingung fn* : /-,, erftillen. Dabei ist V6 J u r+ u* e Vq,,

die (kanonisch definierte) antilineare Involution (komplexe Konjugation) auf I/q. Die

hermitesche Fortsetzung von (., .) nach Vc,x Vq, die linear in dem zweiten Argument ist,
wird im folgenden ebenfalls mit (., .) bezeichnet. Auf .LV seien eine schiefsymmetrische

Bilinearform A und eine Halbnorm ll ' ll definiert durch:

ll/ll, - I nlf-,lr, A(f ,h): I *-U'Q),h(r)),r)r

wobei lf -"12 durch (f -", f -") (= (/" , f")) gegeben ist.

Bemerkung: Ich benutze mit ffr ein komplexes Mafi auf ^9r. Weiterhin bildet die

Ableituns * LV nicht in sich selber ab. Es lii8t sich jedoch leicht nachrechnen, da8

die Kombination, die in A auftaucht, so gewiihlt ist, da8 iA auf LV x LV reellwertig

ist.
Bezeichnet man die Wirkung der Mobiusgrupp e PSU(1,1) auf Sr wieder mit z r->

gz, dann operiert die Spin-l Darstellung von PSU(L,1) auf LV:

u(g)f (r) = f nk) ,- f k-'r).

Sei nun p eine glatte Testfunktion auf Sl mit Werten in V6, so da8 zp(z) eV ist, fiir
z €. Sr. Solch eine Funktion induziert ein stetiges, lineares und reellwertiges Funktional
p[.] auf LV, via: plfJ : / *(p("),f{41. Es ist dann p(z)dz eine (V-wertise) Eins-

Form, und ich werde der Ktirze wegen p selbst Eins-Form nennen. Eine Eins-Form p

heifit lokalisiert in einem Intervall / C 51, wenn der Trd,ger von p in / enthalten ist.

r ,*':, t:rl,c4t|}W{fiilr
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Bszeichnet d die zu u duale (oder kontragrediente) Darstellung, so wirkt diese
folgenderma8en auf den Bins-Fbrmen:

t(g)p(r):lW.pb-',).
Nach diesen Vorbereitungen m6chte ich die abelsche Stromalgebra 1/ fiber dem

Vektorraum. V definieren. Abweichend von dem Vorgehen im zweiten Kapitel, ffihre
ich das Netz durch eine Definition mittels Erzeugenden und Relationen ein. Dieses
Netz besteht dann also nicht aus konkreten Algebren in einem Hilbert-Raum, sondern
aus abstrakt definierten *.-Algebren. Mit Hilfe der Vakuum-Darstellung erhd,lt man die
lokalen von Neumann-Algebren.

Sei also V wie oben fest gewehlt. Die abelsche Stromalgebra ll :d.ber V ist definiert
als r,-Algebra mit ErzeugendenW(f), f e LV, und Relationen

W(f)W{h) _ e-teu,n)W6 + h)

w.(f) = w(-f).
(3.1)

(3.2)

Die lokale Struktur ist auf folgende kanonische Weise definiert t/(I) sei die Qnter-_.
algebra vonU, die von allen W(f) mit supp(/) C I erzeugt wird. Ofiensichtliih gilt
die Isotonie: U(I) c u(J) fiir / c J . Die Lokalitdt folgt aus (t.1):

A eU(I), B €U(1") + [A,B] = O.

Weiterhin hat man eine natiirliche Wirkung von PSU(I,1) auf l,{: PSU(I, 1) ) g e
ag € Aut(t/), on(w(f)): w("(g)/). Diese wirkung ist lokal: an(u(I)) -u(gl).

Ich mochte nun die Darstellungstheorie der Algebra ll bzw. des Netzes I ,- U(I)
untersuchen. Die wichtigsten physikalische Auswahlkriterien wurden dabei schon im
letzten Kapitel diskutiert.

Es sei (tr,Tt") eine kovariante Darstellung der Algebra ll, mit positiver Energie.
Dann lassen sich die Automorphismen ag, g e PSU(1,1), durch uniti,re Operatoren
U"(g) in 77n implementieren. Die Rotationen werden dabei durch eine Einparameter-
gruppe U"(r(t)) : eiH"t implementiert, deren Erzeugender f/, nichtnegatives Spek-
trum hat. Dies ftihrt zu einer wichtigen Konsequenz.

Proposition 3.L.1: Jede kovariante Darstellung Qrr?t*) der Algebra ll
mit positiver Energie ist direkte Summe von Grundzustandsdarstellungen.
D.h., es gibt Vektoren O; € T{n, f aus einer Indexmenge ,, so da0 die
Unterriiume Tli
und O; ein Eigenvektor von Ho mit minimalem Eigenwert in 7{; ist.

Fiir einen Beweis deser Aussage siehe z.B. IBMT 8SJ (fiir den Fall dim(y) : 1).
Ein zusiitzliches Auswahlkriterium an die Darstellungen von /l resultiert daraus,

daB bisher keine topologischen Bedingungen an die Algebra ll,gestellt wurden: Man
verlangt, daB ftir jede Grundzustandsdarstellung (r, H"), mit Grundzustand q.,,0(.) :
(A,zr(.)O), die Abbildung: IR ) ) r-+ u"(W(^/)) stetig bei Null ist, fiir alle / e LV.
c..r' hei$t dann regakir. Diese Eigenschaft impliziert, da8 die Abbildung

IR)t,-,r(W(t/)), f eLV
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stark-stetig bei t :0 ist und die Stromfelder Jlfj= *,o (W(Af)) l.r=o als unbeschr6,nk-
te Operatoren mit den gewiinschten Kommutatoreigenschaften existieren.

Das Zentrum, Z(U),vonU wird erzeugt von den OperatorcnW(c), wobei c tiber
alle konstanten Testfunktionen mit Werten in V liiuft. Um die Moglichkeiten des
Spektrums dieser Operatoren in einer Darstellung einzuschriinken, mache ich noch
die zusd,tzliche Einschriinkung, da8 eine Darstellung lokal durch Felder erzeugt wird.
Genauer gesagt, soll ftr die hier betrachteten Darstellungen (trrTt") gelten:

Zu jedem abgeschlossenen Intervall / C Sr \ { - 1} existiert eine (von Neu-
mann) Algebra f(I) C B(71"), mit:

r(u (I)) c f (I) c r(uQ"))'.

Das hei8t, dafi die Observablen in den Feldern enthalten sind, und
diese relativ lokal zu den Observablen sind.

2. Es gibt eine Darstellung edtro der Zeittranslationen, so da8

e;'Lof(I)e-itno c f(J), r

falls nur der Abschlufi von .I in dem Inneren von J enthalten ist,
und t geniigend klein ist. Ferner sei "Lo ) 0 und habe 0 als einfachen
Eigenwert. Der zugehcirige Eigenvektor O ist das Vakuum.

3. Die Feldalgebren f(I) haben die Reeh-Schlieder-Eigenschaft. D.h. der
Vakuumvektor O ist zyklisch und separierend fiir jede Algebra fU)
mit /C,91.

4. Die Operatoren r(W(c)), c eine konstante Funktion in LV, haben
reines Punktspektrum.

Ich will nun einige Konsequ enzen aus diesen Eigenschaften ziehen. Eine irreduzible
Grundzustandsdarstellung (n, 'lt*) mit Grundzustand O ist iiber die GNS-Konstruk-
tion vollstindig durch das Funktional co,(.)
dim(V) - 1 zeigt man nun, da3 die irreduziblen Grundzustandsdarstellungen durch
Vektoren in I/ parametrisiert sind. Genauer: Fiir jedes a € V induziert der Zustand
aoZ

1.

,.(W(f)) : ed(o,/o)-*ttrtt, mit fo: I #lf Vl, (3.3)

eine irreduzible Grundzustandsdarstellung (or,7{") vonU. Die Darstellungen za ver-
schiedenen c sind paarweise iniquivalent. Von besonderer Bedeutung ist der Fall a : 0.
Das ist die Vakuumdarstellung. Sie ist dadurch ausgezeichnet, da8 die Automorphis-
men as, g € PSU\, 1), durch unitire Operatoren U(S) implementiert werden, die
den Grundzustand (3.3) (fiir a - 0) invariant lassen. Im ni,chsten Kapitel werde ich
zeigen, wie man diese Darstellung im Fockraum realisieren kann.

Wie oben bemerkt, sind alle positiven Energie-Darstellungen direkte Summen
solcher irreduzibler Darstellungen. Die Bedingung, da0 eine Darstellung Qr,Tl") lo-
kal durch Felder erzeugt wird, maclit Einschriinkungen dartiber, welche irreduziblen
Darstellungen in dieser Zerlegung vorkommen konnen und mit welcher Vielfachheit.

i

r t
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d(a)Tt",

Schdbt man die Zerlegung einer positiven-Energie-Darstellung (rr?t*) nach den ir-reduziblen Grundzustandsdarstellungen ( zro, ?/, ) il*_,

Hn: t
o€Vo

*obei Vs eine Teilmenge von V ist und d(") die Vielfachheit von
implizieren 1.,2.,1. und 4., wie im Fall aimifr) = I [BMT gg]:

. Es existiert ein ao € Z und eine Untergruppe L CV, so da8

o d(") - 1, ftir alle a in Vo.

Ho in H zdhlt, so

VO - 0o = ,L, Und

Die Forderung nach Implementierbarkeit durch Felder fiihrt also dazu, dafi die rele-ranten Darstellungen durch Untergruppen des Vektorraumes V charakterisiert werden.Die heuristische Begrtindung diet"r Su.hverhaltes ist, da8 man die ladungstragenden
Felder multiplizieren kann und ihre Ladungen sich dabei add.ieren.

:::#'T,o:':::':?:r:: -y:: ::'*::: {:td 
er Nach g* .nqmeinen-,A ussa-

f^u"],"1^:*:,:] 1 :tll ,alle 
k:*iu.Tten Darsteltunsen von u *it p:;li;;'E;;rgi"

Darstellung ist, ein Intervall /C^gl, so du$

\ nlu$") = nolug"r.

Ich will zeigen, wie solche lokalisierten Darstellungen durch lokalisierte Automorphis-
men von U induziert werden und diese sich aurctr geladene Felder in eiln etner treuenDarstellung von I,l implementieren lassen.

sei, fiir a e v ,7o ein Automorphismus von l/, definiert durch

l"(W(f)) : ei(o'ro)Wg.

Die 7o erftillen ^loffoz: ?or*a2 uod e)o:&roo7o. Weil die irreduziblen Darstellungendurch das Funktional aro vollitandig bestimmt sind, folgt aus dieser Formel auch:
To z ltoo ?.,' Die irreduziblen positiven-Energie-Darstellungen vonl,l lassen sich alsodurch Automorphismen in der Vakuumdarstellung irnplementieren.

,T,^::1 i:i | "S",lolalisie'r: piTr-prT Tlirrag* in /c^el , p[.] das durch p
::,*,:*:^lr:1_11i1|""?r1{ LV, ?:,:h die volJ"r,,iil t,rw1fil' =-;';;r;iir)lt " \J J

:fl."it,A"tomorph::ylt.9"i_llsebra tl definiert. Dieser e"i"*orphismus ist in /lo\:isi^ert: 1o\*l - w,, falls w e u(1"). Bezeichnet o-, a yilffi;;;;;}: j.o.
*srr6 vnLL y) t\J

:,Yr!rtlr:l::1 ):iweiterhin 
die ?,li'l*ung nso?p von tl aquivalent zur Darstellung''6o7o: Ist nimlich,a(2.) = ?, dann gilt p[/] - @;,foi: dfl:"1]1,"nd die Funktion6(z\:o(z\-n(z\hrtdooo'.,.+i-*^^-^lA. rd,z< ^ n i t le6: pe)-,"f"i ri.* i"l"*u";;;j'6: I X;'f';:f*p - 0. Es existiert also eine Funktionp e LV mit i$FQ) = p(r). Es folgr

Te o [](w (f)) - e;FIItw(/) : w (p)w(f)w.(p).
Damit ist fiir W e tl

oo (t, o t;r (r*,W))

"o 
(aa (wz))u,(w))

Ad (ns (W (p))) ooo(w) ,

7ro o lo(W) =

i

x
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und der unitiire Operator oo(W (p)) liefert eine Aquivalenz zwischen zroo und noo,lp.
Geladene Sektoren konnen also in dieser Weise durch lokalisierte Automorphismen

der Observablen-Algebra erzeugt werden . Ziel ist es nun, diese Automorphismen durch
geladene Felder in einem geeigneten Hilbert-Raum zu implementieren. Man sucht also
einen Hilbert-Raum und unit6,re Operatoren tf;o in diesem Hilbert-Raum mit {;iW$o :
,,to(W) (W eU).

Um dies zu tun, definiert man folgende uniaerselle Darstellung ('fr,?l): Die Ele-
mente uon?{ sind Folgen O - {O"}".u, deren Komponenten O, ffft a €V Elemente
in Tto sind, so da$ Qo nur fiir abzihlbar viele o von Null verschieden ist und so, da8
die Norm in ?l' 

to*, E r to"ta,
aEV

endlich ist. (Hier ist ll . llo die Norm in Tto.) Die Darstellung f ist definiert durch die
Vorschrift:

(fi, (W) O)o : ro(1o (W)) A", W e U.

Im Gegensatz zu den irreduziblen Darstellungen rrat d e V, istdie Darstellung i treu,
d.h. aus f,(14l):0 folgt W =0.

Ist t ta 
"itHo 

die Darstellung der starren Rotationen in 7lo, so definiert man die 
-uniti,ren Zeitentwicklungsoperatoren ^R(t) (t e n) in'17, durch:

(n1t;o)o I silo'"l' 
"inot 

(D o.

I
(3.4)

(3.5)

Die Abbildung t >, R(t) ist somit eine unit6,re Darstellung der universellen Uberlage-
rung IR von U(L).

Weiterhin ftihrt man unbeschrd,nkte Ladungs-Operatoren (Q,ll,1 e V, ein:

((8, ?)o)" I (o, ?)o*.

Die uniti,ren Operatoren exp(i(Q,il) = fr(W(l)) erzeugen dann das Zentrum von
ff'(u).

Es wird sich als niitzlich erweisen, noch folgende Notation einzufiihren: Ist Vs C V
eine additive Untergruppe des Vektorraumes V, so sei ?lyo C ?t der Unterraum von
?i, d., aus Vektoren O besteht, deren Komponenten (Do nur ftir a € Vo ungleich Null
sind:

Q €T{uo +} Oo = 0 falls a /Vo.
Man kann nun, vollkommen analog zvmFall dim(V) : 1, Ladungserzeuger lo (o e I/)
in?Ieinfiihren,Curch: (l,O)p I Op-" . Die lo sind unitir und erfiillen die Relationen:

2 lo, fo,

ry't (W) I"

Mehr als das: definiert man fif.r Wo

durch

T'!

- 
I atfaz

: fr0"(I4l)), W e U

€ U, a € V, einen Operator Oaevr o(Wo) in ?{

bn,(w,)t),
E no(tB(wd)ap,
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so grlt ofensichtlich:
f; O no(Wo)tB : @ o,(W,_p).

a€V a€V
Die Operatoren fo implementieren also die Automorphismen 7o. Die Automorphi

(3.6)

lsmen

fro :-a sind aber iquivalent zu diesen. Man macht nun fiir die iadungs-1r, mit t t#;p : a sind aber d,quival
tr4gendenden Felder den Ansatz tfso = ff,(W(u)).f,, fiir u € LV und bestimmt u
durch Konsistenzbedingungen. Die explizite Konstruktion ftir den Fall Z - IR wurde in
IBMT 88f durchgeftihrt. Diese Konstruktion kann man fast wortwortlich tbernehmen,
so da8 ich nicht auf die Details eingehen mochte, sondern, nach einigen notwendigen
Definitionen, das Ergebnis angeben werde.

Sei als erstes eine lcikalisierte Eins-Form p, mit supp(p) c /CSl fest vorgegeben.
Ftr einen Punkt C e I" bezeichne ich mit ln6(z) den Zweigde, komplexen Logurithmus-
Funktion, der einen Schnitt entlang der Geraden {f(l t > 0} hai und auitotgenden
Bedingung geniigt:

C=e;oo (-r<.-0ocr) =+ ln6(z)=lnlzl+i0 mit 0o10<Ztr*0o.

Ist p(z) : Dnrn P-nzn-r und Po = cro dann sei das Elem ent, p e LV definiert als

p(,): iI e--; y i I ffio@lns(z),

Diese Funktion ist eine stammfunktion von i (o@ - ry),

{oot=t(ok)-ry)

*'(; l*@,,ptt",(,)) .

(3.7)

St \ {(} und fuduog"oFiir zwei lokalisierte Eins-Formen p1 und p2 mit supp(pi) c
ar, (i - 1,2) sei das bilineare Funktional r definieri hurch:

Ttpr, pz) : -A(Ft, pz) - | #u"r,, pz(")l - (o0,, pr(4)lrnEe). (8.8)

Die explizite Abhiingigkeit von ( ist dabei nicht notiert. Wie in [BMT 88, Lemma
3.3] sieht man:

Lemma 3.1.,2; Sind die Tri,ger von p1 und p2 disjunkt, so hingt Z nur
von api : [*?r(, (i : 1,2) und der relativen Lage von supp(p;)k - L,Z)
und ( ab. Es gilt dann:

T - *.r(ar,arr), (3.e)

wobei das Vorzeichen'* ist, wenn man von supp(pr) nach supp(pz) in der
mathematisch positiven Richtung iiber ( liiuft, - sonst.

j

Ich fffhre weiterhin Phasenfaktoren
variant unter der Darstellung n(t)
3.1.3 (c) unten):

ein, die sicherstellen da0 die Feldoperatoren ko-
der Zeittranslationen auf ^9r sind (siehe Theorem

x

Es gilt

z rdef
Te,\P) :
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Theorem 3.1.3: (a) Es sei ( # r,rppp und t *"t;p : ep.Dann implemen-
tiert der Operator

,hf *: qcb)fr (w(Bi)r*,
den Automorphismus ^tp in?{:1pW) : ,l,f-Wrht,W e fr(U).Insbesondere
sind die Feld"r rhr lokal zu den Observablen. Definiert man fiir / C Sr \{(},
f(I) als die von den thf, mit supp(p) C I, erzeugte *-Algebra, so ist

fr (u0) c f(I) c fi'(u(1"))' .

(b) Sind p1 und p2 lokalisierte Eins-Formen mit Triger in .[ und .I2, so dafi
It,Iz c Sr \ {(} ist, dann gilt die Fusionsregel:

,hf,rht, - "trhortpzt

(3.10)

(3,I 1)

mit der in (3.8) definierten Bilinearform 7. Insbesondere gilt also, wenn
/r r''l 12 - 0 ist:

,btrrht, - "tir(aPt'd".' 
rlfrrhS,

Dabei ist ein positives Vorzeichen fiir den Fall zu nehmen, dafi der Weg von
.I1 nach 12 ffber ( in der positiven Richtung durchlaufen wird, ein negatives
Vorzeichen sonst.

(c) Die Felder 4f sind kovariant unter den Zeittranslationen €(t). Genauer:
Ist t so, das supp(r(r)p) a {t \ {C}, fiir alle 0 ( r ( f, dann gilt

Ftpl,t'fn.(r) = {fur,.

(d) Ist der TrS,ger von p ineinem Intervall / c ,St \ {(r,e} enthalten, so
gilt

,ht, (rht ). - u-oin(ap,aol"zri(Q,arl (3. 12)

wobei: o :0, wenn der Weg, der (1 mit (2 verbindet und fiber / l6uft, auch
tiber -1 liuft t o = 1, wenn er nicht iiber -1 li,uft und positiv orientiert
ist, und o - -l sonst.

Bemerkungent (u) Wie oben schon bemerkt, ist der Faktor ry in der Definition (3.10)
der Feldoperatoren eingefthrt worden, um die Kovarianz unter den Rotationen zu
gewihrleisten, Die Kovarianz legt weiterhin das Spektrum des konformen Hamilton-
operators auf fi, dut ja die Rotationen eizeugt, eindeutig fest. Bezeichne ich diesen
mit .Ls, dann hat Ls auf T{o Spektrum }(*, o) * No.

(b) Wegen der Einschrinkung suppp c ^9r \ t() leben die Feld 
", 

,hf auf dem punktierten
Einheitskreis. Gleichung (3.I2) zeigt, wie die Wahl der Felder von dem Punkt ( i*
Komplement des Triigers von p abhiingen. In gewisser Weise verhalten sich die Felder
wie Schnitte in einem Feldbffndel fiber dem Kreis.
(c) Die erzeugenden Felder sind nur bis auf l{lein-Transformationen eindeutig. Eine
Klein-Transformation i,ndert die relativen Phasen in den verschiedenen Sektoren der
Theorie, vertauscht jedoch mit den Observablen. Man tiberzeugt sich daher leicht,
dafi eine solche Transformation zwax die Vertauschungsrelationen von Feldern mit der



Kaptter, 3: AepLscHE STnoMALGEBREN 29

gleichen Ladung nicht iindert, die von Feldern mit unterschiedlicher Ladung jedoch sehr
wohl verindern kann. Dies wird sich in der Konstruktion der lokalen Brweiterungen
als sehr nfrtzlich erweisen.

Wie oben erwd,hnt, hat die Stromalgebr a U eine trberabziihlbare Menge an Su-
perauswahlsektoren, der physikalische Hilbert-Raum ft irt nicht separabel. Um zu
reatistischeren Situationen zu gelangen, betrachtet man lokale Erweiterungen der Stro-
malgebra. Man sucht also Algebren U C fs, die lokal sind: fo$) C fo(Ic)'. Neben
der Lokaliti,t mu8 man weitere Einschriinkungen an die Art der Erweiterungen ma-
chen. Zum Beispiel mochte man das Produkt U x U als Erweiterung ausschlie$en,
da es ebenfalls tberabziihlbar viele Superauswahlsektoren besitzt. Solche Situationen
kann man vermeiden, wenn man fordert, da8 sich die Dynamik beim Ub"tguo g zvr
Erweiterung nicht 6,ndert. Genauer fordert man, daB eine Erweiterung fs von&/ durch'
ein lokales kovariantes Netz I *> fo(I) erzeugt wird, so da8 sich die Zeittranslatio-
nen auf U a\s implementierbare Automorphismen nach Ji fortsetzen lassen und die
implementierenden Operatoren in dem schwachen Abschlu$ von U liegen.

Wie in [BMT S8] tiberzeugt man sich, dafi sich eine derartige Erweiterung reali-
sieren le8t als Unteralgebra der Algebra aller Feldoperatoren ,hf i"'17, eingeschri,nkt

auf einen Unterraum uonf{. Bs sind also diejenigen Felder rhf (p aus einer Untermenge
aller lokalisierter Eins-Formen) zu finden, ftr die tffrrhL: rhrrrbt, gilt, falls die p; dis-
junkten Tr6,ger in ,9r \ {(} habenl. Seien zund,chst p1 und p2, mit [ *ftpt : [ #hp2 : a
und disjunktem Triiger gegeben. Aus der Formel (3.11) sieht man:

' ,htrrhL _ ,*ir(a'al rhtrrht,

Wfr)-'l'f, _ u+ir("''al'hfr1,lr'hf)-'

Somit ist die Forderung: l(o,o) e z,eine notwendige Bedingung dafiir, da$ die Felder
tfio,mit t **p: c und suppp C L,eine lokale Erweiterung, fzr(I)rvont/(I) definie-
ren. Weiter sieht man, daB dann auch die Feld e, (rhf)" (r € Z) zueinander lokal sind.
Die von solchen Feldern erzeugte Algebra lebt aber nach wie vor auf dem punktierten
Kreis St \ {(}.Es folgt niimlich aus der Forrnel (3.12):

,t 5, (rlf,). - "2ri(Q,el
(3.13)

Es sei nun za I {n . aln e z}, die von a € V erueugte ,Untergruppe in V, sowie

(zo). 9 {P , V l@, 0I € z,} die dazu duale Untergruppe von V. Die Unterriume
7{zo und 74g,o,1. sind also wohldefiniert (siehe (3.5)). Weiterhin ist die Einschrinkung
der rechten Seite von (3.13) auf den UnterraumT{'poy. identisch Eins. Bezeichne ich
also die Einschrinkung der Felder $f aut T{po,1. mii E* so ist diese Definition ftr
I **p = otrrnd (o,o) € 2z tatsachlich unabhingig von ( € 51. Die Felder $, mit
den angegebenen Bedingungen an .f #*p sowie supp(p) C .I erzeugen also ftr jedes

Intervall /CSl eine lokale Erweiterung fn"(I) von fr(U(f))lrtro,l..
Die zu diesem Netz gehdrende universelle Algebra, die also von allen Operatoren

{sr,mit I **;p e Zaerzeugt wird, bezeichne ich mit f?,o,fzobesitzt nach wie vor eine

1Da die Feldalgebren nur bis auf Klein-Ttansformationen eindeutig sind, erwarten wir diese Rela-
tionen nur ftir Klein-Transformierte der Felder r/r, siehe unten.
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ffberabz6hlbare Menge von Superauswahlsektoren (au8er ftr dim(Iz) : 1 IBMT ggJ).
Die Vakuumdarstellung ist ?tzo und besitzt den Vakuumvektor O € ?t, als zykii-
schen Vektor. Das Zentrum, Z(fno), wird erzeugt von den Operatoren ,i(Q,r), mit
(o' )) e z,- Jedes A e (za). definiert also eine irreJuzible positive-Energie-Darsteilung
auf ?l1a zog @*enh{x*na. Man iiberzeugt sich, d,afi zwei dieser Darstellungen, gegeben
durch,\1 und,\2,i,quivalent sind, falls.\1 - lz € Za.Dieirreduziblen Srrp"ruusiahl-
sektoren der Algebra fzo werden also durch die abelsche Gruppe 12"7;112o) para-
metrisiert. Diese Gruppe ist aber (au8er ftir dim(V) : 1) wieder iiberabziihlbar!-Man
muB also das so gewonnene Netz wiederum durch lokale Felder erweitern, um zu rea-
listischen Modellen mit einer endlichen Anzahl an Superauswahlsektoren zu kommen.
Ich beschrd,nke mich im folgenden auf diesen Fall. Mit derselben Methode lassen sich
auch alle anderen Brweiterungen klassifizieren, die die oben genannten Bedingungen
erfiillen

Das Ergebnis la8t sich am leichtesten mit Hilfe von integralen Gittern formu-
lieren. Dies sind die oben erwiihnten Untergruppen von V. Ich m6chte deshalb an
dieser Stelle einige Definitionen und Eigenschaften dieser Gitter einfiigen (siehe z.B.
[Con/SLo s8J).

Sei (V;(',')) ein euklidischer Vektorraum. Ein integrales Gitter .[ in V ist eine
Untergruppe (beztiglich der Addition in V), so dafi ftr a, g € I das Skalarprodukt -(o, 9) eine ganze Zahl ist. Bin integrales Gitter hei3t gerade, falls (o, o) e Zz irt,
ftr a e L. Eine Basis von .t ist eine Teilmenge (ar, . . . , o,.) von linear unabhdngigen
Elementen von L, so da8 sich jedes Element in L als Z-Linearkombination d"r *,
schreiben lii8t. Im folgenden gehe ich davon aus, da8 es eine Basis gibt, die auch eine
Basis von V ist (das Gitter hat dieselbe Dimension wie V, es hat maximalen Rang).
Das duale Gitter "[* ist die Menge aller Vektoren ] e V, fiir die (a, f ) e Z ist fiir alle
a € L-.t* ist auch ein Gitter, i.a. jedoch kein integrales. Es gilt jedo ch L C L*, und es
ist eine bekannte Tatsache, da8 die Quotientengruppe L*f L eine endliche Gruppe ist.
Ist (41'...'cr,.) eine Basis von L, so ist die duale Basis (1r,..., A,n) definiert durch:

(or,)i) - 6;j i,j =I,...,fr (3.14)

Die ,\;, i : l, . . . , n, bilden eine Basis des dualen Gitters.
Nach diesen Vorbetrachtungen kann ich die Klassifizierung lokaler Erweiterungen

mit endlich vielen Superauswahlsektoren angeben.

Theorem 3.1.4: Es sei .[ ein integrales, gerades Gitter in V mit Basis
(ot,...,sn) (n: dim(V)). Die Vektoren p; € L* (i 1,...,n) seien
definiert durch:

i-r
lh : 0, F; : f(*r,ar)lr, i - 2,... tn.

/s=l

Weiter sei ftir q € L:

o - f nro, =+ p,Y inrr,. (g.16)
i=l i=l

Ftir jede lokalisierte Eins-Fotffi p, mit J if;p - dp € L, definiert man
Operatoren $o auf ttt, durch:

(3.15)

6rY ein(Q,Polrhflxr. (e ,St (3.17)



e:in,o,, p :iTrr,;et;,
d=l r-1

I

s

Keprrsl 3: AepLscHE STnonnALGEBREN 31

Dann gilt:

(a) Die Definition (3.17) ist unabhingig vonr( e St.

(b) Diioperatorcn go, mit supp(p) c rc,Sr und t #p € L,erzeugen eine
lokale Erweiterung fr,(I) vonU(I). Genauer: Ist ,r7, diuEinschrd,nkung der
Darstellung f vonU auf den Unterraum?{7., dann gilt zr;. (U@) C fng),
und h(I) c fr.(l"),.
(c) Jede lokale Erweiterung, die den oben diskutierten Bedingungen geniigt,
ist von dieser Form.

Beweis: Wie oben folgt die Aussage (a) unmittelbar aus der Formel (3.12). Der Ope-
rator, der dort auf der rechten Seite steht, ist auf dem UnterraumT{,7,. identisch Eins.
Die Aussage (c) folgt ebenfalls sehr schnell. Aus der oben gemachten Bemerkung, dafi
sich alle lokalen Erweiterungen durch die (mdglicherweise Klein-transformierten) Fel-
der r[f erzeugen lassen folgt, da0 man lediglich zu priifen hat, welche Forderungen an
die Gesamtladungen der Eins-Formen p zu stellen hat. Sind zwei solche Eins-Formen
p1 und pz Ee1eben, mit o; - [ {frnt, so folgt als erstes, da8 jeweils (*;, oi) (i = Ir2)
gerade Sanze Zahlen seien mtissen. Da weiterhin mittf.0, un{ $r, auch,{orrhu, - *pt+pz
ein lokales Feld sein mu8, folgt, dafl auch (ot,or) eine gauzeZahI ist. Es bleibt also zu
zeigen, da3 die angegebenen Felder tatsichlich auch lokal zueinander sind. Seien dazu
d,p € L,

(3.18)

Elemente des Gitters L, I **p, = e, t thp, - P sowie: supp(pr) fl supp (Or1 - 0. Be-
nutzt man die Vertauschungsrelationen (3.11), so folgt mit der fundamentalen Relation
(o, : I *?rp) rboei"(Q,pl - 

"itr(ap,ul 
u;"(Q,ul$u:

6"6":l'::;#""1}i';?;"!;;!;7il'h"'b"

: 
"ir((a,v'Bl-19,r.'11 

u+itr(a,91 6 o16or.

Mit (3.18) und der Definition der po , pF, sieht man:

(o,ppl - W,p*) *(o,9l - i n,*i(@;,ttj) - (oi,t,l* (o,,aj)). (g.19)
i,i-t

Benutzt man noch die Definition (3.15), so folgt ftir i, j : I,...,fri

(o;, tri) - (", , F) = (o6o) (mod 2). (3.20)

Mit Gleichdng (3.19) ist dann die Phase in der Vertauschungsrelation gleich Eins, und
es folgt, dafi die Felder (3.17) tatsichlich eine lokale Erweiterung erzeugen. n

Lokale Erweiterungen einer abelschen Stromalgebra tiber dem Vektorraum V las-
sen sich also durch integrale, gerade Gitter in V beschreiben. Wie in dem Fall einer
Erweiterung durch efn Feld sieht man, da$ die irreduziblen Darstellungen mit positiver
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Energie der Algebra.Fr, durch die Gruppe L*l.L parametrisiert werden: Die Vakuum-
darstellung der Algebra f r, ist ?{t, und wird im folgenden wie ihre Einschrd,nkung auf
die Stromalgebra U, mit 17 bezeichnet. Diese Darstellung ist irreduzibel. Ftir jldes
.\ € .[* ist die Darstellung r11; auf dem Raum

?{*t H Oo."'11^+o, (3.21)

definiert durch die Einschrinkung der Algebren f p(I) auf den entsprechenden Unter-
raum von Ttn , irreduzibel. Wegen hta+L = ?{r Vo € ^[ (siehe J.ZL) sind diese Darstel-
lungen genau dann iniquivalent, wenn die Nebenklasse [.\] von ) in L* I L nicht Null
ist. Die Gruppe L. I L ist eine endliche Gruppe, so dafi das Modell nur noch eine end-
liche Anzahl von Superauswahlsektoren hat. Diese Sektoren lassen sich wieder durch
lokalisierte Automorphismen erzeugen, deren Einschrff,nkung auf die Stromal gebra ll
durch 70, mit t *ftp € L*, gegeben ist. Tatsiichlich lassen sich diese Automorfhir*"r,
aaf 777. durch Kleintransformierte der Feld", *f implementieren. Man definiert analog
zu (3.15) Vektoren u; €V (i - l, ...,n) durch:

vi :l; * it^, , rr;)\i (3.22)
J=l

(,\; (i - 1, ...,n) ist die duale Basis). Ftir .\ : DL, n;At €. L* definiert man weiter
us - DLr niu;. Die unitiren operato r"n $oc mit ( €,g1, supp(p) c r c sr \ {C} und
ao € L':

6 o' E 
"ir(Q,vao) 

rhflnr. (3.23)

implementieren dann die irreduziblen Darstellungen und sind lokal zu den Operatoren
6p, ap € L.

Ein Spezialf.all tritt ein, wenn das Gitter selbstdual ist: ,L* : ^[. Beispiele dafiir
sind das Wurzelgitter der kompakten Lie-Gruppe Es, (dim(V) : 8), oder das soge-
nannte Leech-Lattice A2a (dim(V) :24). Allgemein existieren integrale, gerade und
selbstduale Gitter in V nur, wenn die Dimension von V ein gan zzahliges Vielfaches
von 8 ist [CoN/Sr,o 8S]. In diesen Fillen hat die Theorie keine nichttrivialen Super-
auswahlsektoren bzw. tadungen.

Zusammenhang mit der DilR-Ihnstruktion: DieVakuumdarstellung (2.1, ,T'(.1) des
Netzes I ,-> FilI) lefit sich als DHR-Feldalgebra {iber der Stromalgebr a l,l auffassen

[DHR 69 II]: Tatsi,chlich ist L als Gruppe eine Untergrgppe aller Sektoren von l,(,
und Ttt : @oeLhto ist die direkte Summe der zugehorigen Darstellungen, mit einfacher
Multiplizitdt. Die Feldoperatoren $r, ep e .L, sind Intertwiner zwischen verschiedenen
dieser irreduziblen Darstellungen. Die zu .[ duare, G;uppe i, dur ist die Gruppe aller
Charaktere von L: L tr 1v 1 t,* ), wirk t in ,17r, auf kanonische weise:

VIL- > [rJ '* U([uJ)E 
"2";(Q,");r".

(3.24)

Hier bezeichnet [u] e V I L- die Klasse von u e. V , und der entsprechende Charakter
von -t ist gegeben durch: Xtrl(a) : "Zil(a,ul. 

Aus der Regularitiit des Zustand€s {rrs

i
iill

'ili
,li

l

'1'
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folgt, da8 die Darstellung [uJ =' U([r]) e B(11r,) stark stetig ist. Es sei dp([uJ) das
$Dnmierte) Haar-Mafi auf VIL* und fiir ^F e B(Ttn):

n(F)g l^ohl 
(r) dr,(rJ), ar,t (r) - u(lal)FU.(trl). (s.zb)

Ihan gilt (siehe [DHR 69 I, Lemma 3.1], [DHR 69 II, proposition 4.5]:

Propositioru3.1.5: (^) * ist eine bedingte^Erwartung von B(?ln) in die
Kommutante U€,)' der Darstellung U vion i.
(b) rb(u(I))" : fr,(I)" n u(L)', ftir jedes lntervall /c51.

3.2 Level-l-Darstellungen von Loopgruppen
Iokale Erweiterungen der Stromalgebral.l &ber einem Vektorraum T lassen sich durch
integrale, gerade Gitter L in diesem Vektorraum klassifizieren. Eine spezielle Klasse
dieser Gitter sind die Wurzelgitter der Lie-Algebren vom Typ A, D oder B (2.8.:
srr(n) : A,.-r) [HuueHnnvs 72J. Es stellt sich die Frage, welcher Zusammenhang
zrischen den lokalen Erweiterungen und den entsprechenden kompakten Lie-Algebren
b€steht. Es zeigt sich, da$ die lokale Erweiterung, die zu einem dieser Gitter geh6r!
eine anitdre, projektive Darstellung mit positiver Energie der Gruppe aller glatten
Abbildungen von ,91 in einen maximalen Torus der zugehorigen Gruppe definiert. Ei-
ne Standardkonstruktion (die Vertexoperator-Konstruktion) zergt, da8 diese Darstel-
lungen in kanonischer Weise auch Darstellungen der Stromalgebra (1,1) sind, die zu
dieser Gruppe geh6ren (siehe z.B. [Pnn/SEc 86, Sncer, S1]). Weiterhin kann man
die so gewonnenen Darstellungen der Lie-Algebra (1.1) "exponentieren" und erhilt
die projektiven Darstellungen der Loopgruppe LG bei Level 1- Die Vertexoperator-
Konstruktion ist ausfiihrlich in der Literatur diskutiert (2.8. [Pnn/Snc SOJ), so da3
ich mich hier darauf beschrinke zu zeigen, dafi man aus den lokalen Erw"it"tqog"r,
der abelschen Stromalgebra tatsd,chlich projektive Darstellungen der Loopgnpp" d"t
maximalen Torus erhilt. Die Vertexoperator-Konstruktion ist dann nur kurz erwihnt.

Ptojektiae Darstellungen und zentrale Erweiterungen: In der Quantenphysik spielen
projektive- oder Strahldarstellungen von Gruppen eine herausragende Rolle. Ich will
hier kurz den Zusammenhang mit zentralen Brweiterungen von Gruppen erldutern,
soweit dies fiir das weitere wichtig ist. Sei er projektive Darstell,tng 

"ioer 
Gruppe G.

Man hat also fiir g, h e G:

r(s)r(h) - "(g,h)"(f 
g) l"$,e)l :1.

Die Abbildung c, die hier auftaucht, hei8t Kozykel. Bin Kozykel mu$ bestimmte Re-
lationen erfiillen, die sich aus der Assoziativitiit der Multiplikation ergeben . Zwei
Kozykel c1 und c2 heifien 6,quivalent, wenn es eine Funktion 6 von G nach c, mit
lb(g)l : t Ys € G gibt, so dafi:

1

cz(e,h) : 
Wctb,h) 

ys,,h e G.

Ftr die zugehdrigen projektiven Darstellunger 7r1 und zr2 gilt dann:

ru

or(s) -b(g)rt(g), s €G.
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Sie unterscheiden sich also nur um eine (physikalisch unwichtige) globale phase.
Ist ein Kozykel c gegeben, so kann man eine zentrale Er*"i[".,rng i ton G defi-

nieren. d itt als Menge-gegeben durch Paare (l,g), ,\ e t/(l ), g e G. Die Gruppen-
multiplikation in G ist definiert durch:

$, g)0', h) : (\p"b, h), gh).

Man tberzeugt :i-.h, da8 die Bedingungen, da$ c eine projektive Darstellung definiert
hat, hinreichend dafiir sind, da8 diese Formel in der Tat G zu einer Gr,rppe machen.
Das wichtige an zentralen Erweiterungen ist nun, da8 man jede projeklive Darstel-
lung als (echte) Darstellung der zugehorigen zentralen Erweiterung auffassen kann. Ist
niirnlich zr eine projektive Darstellung von G, dann definiert die Zuordnung:

f ((1, s)) E A"@)

eine Darstellung nott 6.
Es sei G eine einfach-zusammenhingende, halbeinfache Lie-Gruppe mit Lie-Algebra

g. Ich wiihle eine Cartan-Unteralgebra t. t ist ein reeller endlichdimensionaler Vektor-
def r. / \ ^. Araum: n i5 dim(t). Die Cartan-Killing-Form von s induziert ein positives Skalarprodukt

(',') auf t. Das innere Produkt auf t* bezeichne ich ebenfalls mit (.,.). Haben alle ein- -
fachen Wurzeln von s gleiche Liinge (beziiglich dieser Metrik), so hei8t die Lie-Algebra
und die Gruppe sfm ply laced. Durch eine geeignete Normierung erreicht man, dai alle
Wurzeln a die Ldnge Zwei haben: (*, o) - 2. Die einfachen Wurzeln von g erzeugen
dann ein integrales gerades Gitter L in t*, die Kowurzeln erzeugen ein solches Gitter
Lin t- Die zu tgehdrige maximal abelsche Untergruppe ? kann ich tiber die Exponen-
tialabbildung mit t/2tr^[ identifizieren. Mit dieser Identifizierung kann man .[ als die
Gruppe der Homomorphismen von [/(1) nach ? realisieren..Ich bezeichne die Gruppe
aller glatten Abbildungen von Sr nach ? mit LT, die Loopgruppe von ?. Identifiziere
ich 51 mit R,/2 rZ, so lassen sich die Elemente von LT schreiben als Funktio nen eif ,,

wobei J eine Funktion von rR nach t ist, mit fi(/ (0 + 2n) - f (0)) e L.
Das Kowurzelgitter L kann man tiber tie oben gemachte Identifizierung mit

Hom(U(l), f) als Untergruppe von LT auffassen. Bezeichnet man mit (LT)o dL Zu-
sammenhangskomponente der Eins in LT (das ist die Untergruppe der J,oops mit
Windungszahl Null), so ist LT - Q?)ox L. Eine zentrale Erweiieruogfr ist dann
(bis auf die oben erwiihnte Aquivalenz) vollstindig durch ihre Einschrinkunge 

" @1o
7at (LT)o und L auf .L, sowie die adiungierte Wirkrrrrg von ^[ auf (fr)olestimmt
[Pnn/SEc 86J. Um die Einschrd,nkung der hier betrachteten zentralen Erweiterungen
auf -[ zu untersuchen, benotigt man noch folgendes Ergebnis, dessen Beweis z.B. in
[Knc 90] oder [Pnn/Ssc 86] zu finden ist.

Lemma 3.2.L: Es gibt eine Bilinearform b: L x L -> 22, o,it

b(o, a) = f;{o,o) (mod 2} ya € L. (3.26)

Weil (o, o) ftir alle cr aus L in 2z lieg| ist die Gleichung (3.26) tatsiichlich sinnvoll.
Fffr ein Element eil e LT ffrhre ich folgende Notationen ein: Es ist j tr fi" #f e),

Ar 9 *VP *2n) - /(d)). Gilt A/ : 0, dann sei /(eio) 
g fe). Ferner notiere ich
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& Zusammenhinge:

,:eio d d I dzL pr6gi+ do:'"E, J n;i: Jo fr
Proposition 3.2.22 Es sei c der Kozykel:.

anf rr mit 
"('tt ' ,,in) = (- t ;ata' 'ail 

";s11'n'1 '

s(/,g): ,1,* ff<rrll,s,(0)l +f,ti,A,) * (Ar,g -g(0)),

Ferner berechnet sich die adjungierte Wirkung von .[ auf (fr)s zu

eilo eih e-ifo _ 
";lL1,il ";h 

.

und b eine Bilinearform von .t x .L nacll Zzt wie in (3.26). Es gibt genau
lgl tl unitire Darstellungen der entsprechenden zentralen Erweiterung
LT, die kovariant unter den Rotationen ist, so da8 der Erzeugende der Ro-
tationen nichtnegatives Spektrum hat und ein Element (), 1) durch ,\ . id
dargestellt ist (Level 1). Eine Darstellung ist eindeutig dadurch bestimmt,
da3 sie einen Vakuumvektor Q besitzt, der invariant unter den Rotatio-
nen ist (Basisdarstellung). Eine andere Bilinearform 6, di" die Bedingung
(3.26) ertfrllt, ftihrt zu einem iquivalenten Kozykel und damit ,o uiou,
iquivalenten Darstellung.

Der Beweis dieser Aussage ist in [Sncal 81, Theorem 3.1J zu finden. Mit den Formeln
(3-28) und (3'29) kann nun die Einschrdnkungen der zentralen Erweiterung, die zu
d€m Kozykel gehol-t, auf die Untergrupp 

"o 
L 

"na 
(F)o berechnen. Dazu wd,hlt rnan

Reprisentanten: eifi,eigi, (f - 0, l), mit /s(d) = Ard , go(0) : Asl und A/, : An, : 0.
Es ist dann;

(3.28)

(3.2e)

(3.27)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

eifo eiso : (_t;b(ar,Ao)er(Jo*go)

eit, eis, - exp(f 
lo'" ffrqln,(o))e;u,+s,)

Die Relation (3.31) stimmt genau mit den abelschen Stromalgebrarelationen tiberein,
wenn man fiir Ay - 0 die Identifizierung WO *- eil vornimmt. Weiter stimmt (3.g2)
mit der wirkung der Ladungserzeuger lar tiberein.

Es ist nun iiberraschend, da8 die in (3.i7) eingefffhrte Klein-Transformation genau
auf die Relationen (3.30) fiihrt:

Lemma 3.2.3: Es seien (or,. ..,ar) die einfachen Wurzeln von g und
(ht, - - . , hn) die entsprechenden Kowurzeln. Die lo seien wie im letzten
Abschnitt die Ladungserzeuger in?t und die yt; *i"in (3.lb) definiert. Ich
schreibe die Identifizierung von.t mit Hom(U(l),") explizit: L > h <+

"n(0) 
: 

"iqh. 
Ffir die einfachen Kowurzeln h; (i= 1,...,rr; a"nniert man2

r n(en,) : F, E r;"19''')Io,,

m

2Hier und im folgenden schrinke ich alle Operatoren auf den Untenaum Ttt ein.

(3.33)
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und, falls h e L dieZerlegun g h :Di=, m;h;hat, so da3 alle m; ganze
Zahlen sind,

oa("n) I (f", )^, .. .(fo,)-" (3.34)

Dann ist zrs eine lrojektive Darstellung von .t mit eine m Kozyhel, der zu
(3.30) S,quivalent ist.

Beweis: Als erstes bemerke ich, da8 diese Zuordnungen tatsa,chlich eine projektive
Darstellung .von -[ definieren. Das folgt daraus, da$ dle Ladungserzeuger fo additiv
sind: l*la : fa+&. Weiter klnn man zeigen, dafi eine projekti'o" Durrtellung der abel-
schen Gruppe r, vollst5ndig durch den antisymmetrischen Teil des Kozykels bestimmt
ist (siehe z.B. den Beweis von Lemma A.1.2 in [DHR 69 III). Bs ist also zu zeigen,
da8 fiir a, d € L:

f, Frf;t F;t : (- 1)b(a'tr1* o1h,n7
(3.35)

(Hier ist a_ Dm;a;, A_ Dk;a; und h = Dm;ht, i, = Dk;h;.) Ich zeige diese
Eigenschaft als erstes, wenn e : o; und t -ii $, j : 1,.:.,n)' einfache Wurzeln
sind. Aus der Bilinearitit von b und der Eigenschafi (g.26) folgt:

1

,ft' * hi, hi * hil - b(h, + hi, h, + hi) (mod 2)

: b(ht,h;) + b(hn,h) + b(hi,h;) + b(ht,h) (mod 2)

: b(h,, h) + b(hi,h) * 
|{on, 

hrl + 
*,0, , hi) (mod 2)

+ b(h;, h) + b(h j, hi) - (fu, hi) : (ai , ail 1rri"a 21. 
2

Wiederum aus der Bilinearitiit folgert man ftir beliebige Linearkombinationen der
Wurzeln- und Kowurzeln: 6([,[) + b(h,U: (a,d). Benutzt man nun die Eigenschaft
(3.20), so folgt fiir einfache Wurzeln:

io, io, - 
"it((a;'uil 

-(ai'ut))l*, Fo,,

und mit Gleichung (3.19) erhd,lt man die Behauptung (g.Jb). Fiir beliebige a - Dk;a;und A - D*;a; (kr,*, € z,i : 1,. . .n) erhd,lt m* ai" Behauptung d.nn folgender-
mafien:

F' Fu 

: |1 il :*f1 ,t',f;f 
.ffi 

[k; ]:;t',,,;:., - 
j F*, -'

(weil {ot, ai :2)
:;

(-1p' ry;(ai,o)(i", )*, .. .,(flo")-"(io,)e, . . . (Fo,)0.
( - 1) 

("'u)Fu F* .

wie oben bereits bemerkt, liefert fiir eil € (r?)0, d.h. A, = 0, die Zuordnung

o"(u'r) I or,(W(i))
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ciDc projektive Darstellung von (LT)o in ?{r, deren Kozykel wiederum mit dem in
(3-29) definierten fibereinstimmt. Ich berechne nun noch die Wirkung von rp(e,,) auf
dneo operatot w(fi: 

i,w(i)(r,)-r : si(a,\w(h,' '

rrs mit (3.32) tibereinstimmt. Man erhd,lt also:

Proposition 3.2.42 Durch die Vorschrift:

r B(eh)
/ o"(u'!) _ ""(w(f)) A, - o

wird eine unitiire projektive Darstellung von LT in Hn definiert, deren
Kozykel i,quivalent zu (3.28) ist. Diese Darstellung ist irreduzibel und mit
pooitiver Energie. Aus O € 7t7 folgt, dafi sie die eindeutig bestimmte Va-
kuumdarstellun g zx diesem Kozykel ist.

Di€ lrreduzibilitit von Tty ergibt sich aus der Tatsache, da8 die von den Darstellenden
azerrgte Algebra gerade fr, ist. Diese. Algebra ist in T{n hreduzibel dargestellt.

Weiterhin kann man sich tiberzeugen, dafi das nattrliche Lokalisierungskonzept
in' LT mit dem Lokalisierungskonzept in ft iibereinstimmt. Insbesondere stellen die
Felder 60, mit I #rp: a € ^L und supp(p) = /C^91, bis auf eine phase Loops in
T dar, die auBerhalb des Intervalles / identisch Eins sind. Bezeichnet man also die
tintergruppe in LT, die von solchen Loops erzeugt wird mit L[, so gilt: r1(fp(I)),, :
rB(L1T)".

Abschlie$end mdchte ich kurz die Vertexoperator-Konstruktion erwiihnen, mit der
man aus diesen Darstellungen von LT Darstellungen einer zentralen Erweiterung
der Loopalgebr a Tg, und darnit auch projektiue DarJte[ungen (die Darstellungen bei
Level-l) der Loopgruppe ^[G erhi,lt.

Dazu wihlt man sich zu jeder Wurzel o eine Folge von lokalisierten Bins-Formen
p,, die gegen die Deltafunktion bei zo € ^91 konvergieren:

I *r,k) - a Yn und m p*[fl: (a, f(ro)).

Man kann dann zeigen, daB Regularisierungskonstanten .Rfi existieren, so dafi ftir jedes
a die Operatorcn Ri$p. gegen eine operatorwertige Distribution E,(zo) auf St konver-
gieren. Man kann geeignete Linearkombinationen J"(r) dieser Distributionen finden,
die, wenn man sie mit reellen Testfunktionen verschmiert, auf dem Definitionsbereich
26, den man durch anwenden von Polynomen in diesen Feldern auf den Vakuumvektor
erhilt wesentlich selbstadjungiert sind und die Vertauschungsrelationen

[J" (rr), Ju (rr)] - ;,,f:o J" (21)6(21 - ,r) - f,n"u 
t, {r,

efillen. Hier sind ffb, die Strukturkonstanten in einer Orthonormalbasis der Lie-
Algebra g und gob ist die Cartan-Killing-Form in dieser Basis. Dies sind gerade definie-
rende Relationen einer zentralen Erweiterung Tg d., Loopalgebra .ror g. Die Level-l

(3.36)

i
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Darstellungen der Loopgruppe erhilt man dann durch Bxponentieren dieser Darstel-
lungen. Bezeichnet man mit LrG die Untergruppe der-Loops in LG,die au8erhalb des
Intervalles / gleich der ldentitet der Gruppe sind, so gilt:\/, \

rs(Lfi)" : rB(L{)" :\n(ft"(I))" (3.37)

Mit der Definition der schwachen Kommutrinten-/Definition Z.Z.Z) und der Tatsache,
dafi die Felder J" lineare Energie-Abschd,tzungen (siehe [Bucn/ScH-M g0] und Lem-
ma 2.2.3) ergibt sich folgende Charakterisierung der lokalen Aigebren:

fr(I)" (3.38)-nB(LrG)":(ff pr"@)

(Skizze: In Kapitel 6 wird die Inklusion (nfS" Pr(I))' c n"1LrG),, benorigr, so dafi
ich mich darauf beschrinke nur das zu ieigen. Die urirgekehrie Inllusiotr 

"rgilt sich
jedoch leicht mit den dort verwendeten Methoden. Es sei B(/) - (n*5" pr"g))
und c(I) : {eir"[tl lr"pp(/) c I,a : 1,...,dim(G)]". weit die Felder lineare
Energie-AbschI,tzungen erfiillen, sind die Algebre n C(I) lokal [Dnln/F no TTI und
es gilt rB(Lfi)'l = Cg. W9i_ter folgt aus diesen Tatsachen, da8 ein Operator i;t"!il,
supp("f) C I" schwach mit J6[9J (o,6: 1,...,dim(G)) kommutiert, falls supp(g) C I.
Es folgt mit der Haag-Dualitit ffir / ,- C(I) [WesseRMANN ggJ:

B(I)cc(1")'-C(I),

frir jedes Intervail fC^91.)
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Kapitel 4

Verletzung der Haag-Dualitet fiir
disjunkte Vereinigungen von .

Intervallen

In diesem Kapitel betrachte ich die Vakuumdarstellurg (ro, 71s) der abelschen Stro-
malgebr a U fiber einem Vektorraum 1/. Ich werde die Frage nach der Verletzung der
Haag-Dualitit fiir Vereinigungen von (zwei) disjunkten Intervallen beantworten. Ge-
nauer gesagt werde ich folgende Situation betrachten: es seien In, k - 1, ...,4, vier
disjunkte Intervalle, deren Vereinigung dicht in dem Einheitskreis ^91 ist.

\. 13

Bezeichnet man mit "4it, i + k - 1,...,4, die von Neumann-Algebren, die von
allen Observablen erzeugt werden, die entweder in I oder IE lokalisiert sind, so gilt
aufgrund der Lokalitit:

Arc C Alrn.

Es wird sich herausstellen, dafi man die Algebra A!2a beschreiben kann, durch Feld,er,
die in dem Intervall fi gine beliebige Ladung erzeugen und in dem Intervall /s diese
Ladung wieder vernichten. DaB solche Feldoperatoren tats5,chlich in der Kommutante
doppelt lokalisierter Observablen (in der Vakuumdarstellung) liegen, ist evident: Die
Gesamtladung'wird durch diese Operatoren nicht ged,ndert, also sind sie observabel.
Au8erdem sind die Felder relativ lokal zu den Observablen, so dafi sie mit den Observa-
blen in "4rs tatsichlich vertauschen. Dieser Sachverhalt ist seit lingerem bekannt (sie-
he [Ln/Ro/Tn 78], sowie die Diskussionen in [ScHnoER 92, W.r,ssERMAr.iN 8g]). Ich
werde hier zeigen, da$ diese Operatoren die Kornmutante tatsi,chlich auch ausschdpfen.

(4.1)
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Did Relevanz dieses Ergebnisses liegt unter anderem darin, da$ man mit Hilfe der In-
klusion (4.1) in kanonischer Weise die Superauswahlstruktur einer Theorie analysieren
kann. Z.B.lery,ti+-zei$e1 da$ in dem hier diskutierten Fall die "Bichgruppe,, V auf
der Algebta Alrn wirkt, und\ie Unteralgebra ,413 genau von den invarianten Elementen
aufgespannt wird. Die VerTilg"*"inerung iihnlicher Aussagen auf sogenannte nichta-
belsche Theorien mitJfiIfe der Subfaktor-Theorie .ron Joies [GHJI ist Gegenstand.
neuerer Untersuchungen (r.8.[Lo/ReH 94] und dort zitierte Arbeiten).

Bei dem vorliegenden Beweis verwende ich die Tatsache, dafi sich die Vakuum-
darstellung der Stromalgebra als Darstellung einer Weyl-Algebra im (bosonischen)
Fock-Raum realisieren le8t. Das ermoglicht es, abstrakte Dualitiitsaussagen im Fock-
Raum, wiesie von Araki [AneKI 63J, oder auch in der Arbeit [Ln/Ro /Ti Zg] gezeigt
werden, zu benutzen. Mit den gleichen Methoden wurde in [ScH-nninSg] die-Haag-
Dualitit fiir zusammenhingende Intervalle gezeigt. Ich will im ersten Abschnitt diese
abstrakten Dualitd,tsaussagen diskutieren. [m zweiten Abschnitt werde ich die Reali-
sierung der Vakuumdarstellung im Fock-Raum angeben. Danach diskutiere ich eine
spezielle Klasse von Diffeomorphismen von ^91, deren Wirkung im Einteilchen-Raum
bendtigt wird. Der vierte Abschnitt dieses Kapitels ist dann dem Beweis der oben
erwd,hnten Aussage gewidmet. Im letzten Abschnitt zeige ich, wie man entsprechende
Aussagen auch ffir die im letzten Kapitel betrachteten lolalen Erweiterungen gewinnen-
kann.

4.L Abstrakte Dualitet im Fock-Raum
Es sei f/ ein komplexer Hilbert-Raum, mit Skalarprodukt (.,.). Der bosonische. Fock-
Raum, eH, ist die direkte Summe iiber die symmetrisierten Tensorprodukte von f/ mit
sich selber:

eHEa06tr"?h

Die Formel:

n=1

Ich notiere im folgenden das Skalarprodukt in eH ebenfalls mit (.,.), das Skalarprodukt
in I/"$fr mit (',')"",.,. Fiir h € H sei efr derjenige Vektor in eH, d"rr"r, Kompooente im
n-Teilchenrarth ("1)-tng...8 h ist. Die Vektoren eh, h e H sind linear unabhingig
und endliche Linearkombinationen dieser Vektoren bilden einen dichten Unterraum in
eH. Es gilt:

("o,t*) = e&'k) .

frqt 1"k 
g e- P 

"-t^,h) 
eh+r h e H

definiert einen_auf einenldichten Unterraum isometrischen, und damit einen unitiren
Operator in etr. Diese Operitoren (die Weyl-Operatoren) erfiillen die kanonischen Ver-
t auschungsrelationen :

W61fr(e) : e-tlm(h't)W@+ e) h,k e H. (4.b)

Die von den Operatoren fr(D, (fr e H), erzeugte *-Algebra heifit Weyl-Algebra.

Definition 4.1.1: Sei M eine Teilmenge von l/. Das symplektische l(om-
plement M' von M in // ist die Menge aller k e H , fiir die Im(h, &) : 0
ist, ftir alle h €. M.

(4.2)

(4.3)

(4.4)
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I& zitiere folgende Resultate aus [Le/Ro /Tn 78J (siehe auch [Anexr 63]):

Proposition 4.1.2:
(i) M' ist ein abg6L*S6ssener reeller Unterraum von I/.
(iilucN + N'{tu'.
(iii) M" : IZ ist ry*t inste, abgeschlossene reelle Unterraum von f/, der

M enthdlt.
(i") (M + iM)' : M' n iM' : ML, d* orthogonale Komplement von M
in H.
(u) M'- {0}, falls M dicht in // ist.

I'& m6chte noch einmal betonen, da$ das symplektische Komplement einer Menge
- imner ein reeller Unterraum in f/ ist. Nach diesen Vorbereitungen kann ich die von

dner Teilmen ge M C H erzeugte von Neumann-Algebra in eH definieren.

Definition 4.1.3: Fiir M C H, eine beliebige Teilmenge, sei:

R(M)g {ft DWr- M\" c B(eH). (4.6)

Dabei bezeichne ich fiir eine Teilmen ge M C B(eH), mit M' die Kommu
tante von M in B(eH).

Ich kommenun zu dem Hauptresultat dieses Abschnittes (siehe [Ln/Ro/Tn 78, Theo-

rem I.3.2J)

Theorem 4. !.42 (Ahstrakte Dualittit im Fock-Raurn) Es sei I/ ein kom-
plexer Hilbert-Raum, M und /f reelle Unterrd,ume von I/. Ich bezeichne

mitEl : M" den Abschlufl von M. Dann gilt:
(i) R(M): R(Ti).
(ii) eo ist zyklisch fiir R(M) genau dann, wenn M + i,M dicht in ff ist.

(iii) e0 ist separierend fft R(M) genau dann, wenn TI n iill : {0} ist.

(iv) ,R(M)'= R(M')-
(v) (r?(M) u ^R(,^{))" = R(M + N)
(vi) n(M) n R(N) : R(Tf n F), so da8 R(M) genau dann ein Faktor ist,
wenn TI n Mt_.: {0} ist.

4.2 Die Realisierung der Vakuumdarstellung im
Fock-Raum

Ich m6chte nun die Realisierung der Darstellung (or,?{o) von U im Fock-Raum ange-

ben. Als erstes bemerkt rnan,da$ wenn fi und f2 zwei reelle Testfunktionen sind, die

sich nur um e-ine Konstante unterscheiden, dann oo(W(fr)) = ,ro(W(fr)) Silt. Es sei

(LV)oE lVlV. (LV)o besteht also u,rr Aqt ivalenzklassen von glatten Testfunktio-
nen auf ,91 mit Werten in V , wobei zwei Funktionen iiquivalent sind, wenn sie sich nur
um eine Konstante unterscheiden. Falls dies keinen Anla8 zu Mi8verstiindnissen gibt,
werde ich im folgenden in der Notation keine Unterscheidung zwischen Elementen von

(LV)o und ihren Repri,sentanten in LV machen. Die Fourier-Transformation auf 
^91
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liefert einen Isomorphismus zwischen LV und dem Raum aller Folgen f^ (n €z),mit:
(u) f" €vc,,/o e y, (b) f-n: fi und (.)DLo(t*n'u)(,f*,f*| <;vk€ Ns. DieNo-
tationen sind wie imdrit"Qnffapitel. Ich identifiziereim folgenden LV und den durch
die Bedingungeo (u), (b) .\tr (.) festgelegten Folgenraum .irno tr6gt in nattirlicher
Weise die Struktur eines pmplexen Vektorraumes: Man definiert di; Multiplikation
mit i in LV durch:

( tf" falls n t 0,
(if)"E { fo fatls n :0,

| -if" falls n ( 0.
(4.7)

Auf der rechten Seite dieser Definition steht dabei die Multiplikation mit der komple-
xen Zahl i in dem komplexen Vektorraum Vq. Man sieht schnell, dafi die so defi.nierte
Multiplikation mit f den Raum LV invariant li8t: f e tV + if e LV und auf (trV)s
eine wohldefinierte komplexe Struktur bestimmt, d.h. reell-linear ist und ;z - -lerfiillt. Weiter kann man ein (komplexes) Skalarprodukt auf diesem komplexen Vek-
torraum angeben, ("f,g) g DP, k(fo,gr,l. Diese Definitionen machen (Lv)rzu einem
komplexen Prii-Hilbertraum. Ich bezeichne den Abschlu8 von (LV)o in der so definier-
ten Hilbertraummetrik mit f/. Wiederum mit der Fourier-Transformation, ldfit sich I/
realisieren als der Hilbert-Raum aller Aquivalenzklassen von Folgen {f*}, (f* e Vc,),
mit den Eigenschaften (a) und (b) oben, sowie DE, k(f*, fr;. ( oo. Bemerkt man nun-
noch die Eigenschaften:

f ,e e (LV)o =+ -flm(/,s): -f,oi,n),
f e(Lvlo + ("o,frU)ro)-wo(w(f)),

so sieht man' dafi sich die Vakuumdarstellung von I,{ in eH realisieren li,Bt.
schrift:

(rrs(w(/))o 99frqy1uo f eeDo
liefert einen unitiren Operator (J von Tto nach eH, der gleichzeitig ein
ger) *-Algebren-Isomorphismus ist und es gilt:

(4.s)

(4.e)

Die Vor-

(4.10)

(schwach steti-

Uro(U(I))"U : {W(f)l'"pp(/) c /}" /c^9r (4.11)

Ich werde fortan diese Identifizierung benutzen und W(f) statt frOlfiir einen Weyl-
Operator in 6(eH) schreiben.

4.2.L Stromfelder als unbeschrflnkte Operatoren, Rotationen
und Zustandssummen

Ich will nun noch einige ReJultate diskutieren, die zwar in diesem Kapitel keine Rolle
spielen, aber in dem Kapitel ffber Casimir-Felder benotigt werden.

Wie schon in der Diskussion der Auswahlkriterien der Zustd,nde ftir ll erwd,hnt,
lassen sich in der Vakuumdarstellung von ll die Stromoperatoren:

r tft : -i *trs(w (\/) ) l^=o
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(4.r2)

(4.13)

(4.14)

eb unbeschrinkte Operatoren definieren. Die Fock-Raum-Realisierung der Vakuum-
derstellung liefert Brrrei\e einfache (und wohlbekannte) Beschreibung dieser unbe-
schenkten Operatoren.

Es sei fo der Unterrg/m von Vektoren in eH , deren Komponenten in f/rsrfr nur
fir endlich viele m von Null verschieden ist (Unterraum der Zustandsvektoren mit
eadlicher Teilchenzahl). Ich definiere fiir / e tLV)o, zwei Operatoren J*[/J, durch
dom(J+[/]) : Jf,, und

J*lf!@r g . . . a e-)"v* _ 1@F 1X(/ e 9r g . . . a e-)"v-

t-Iflfui 8...8e-)"v- : ,ffi(_E $,sx)(g, o-..8fi o...ae-),"*) .

tller Hut tiber einem Element bedeutet das Weglassen dieses Elementes.) Dann sind

J*jfl abschlie8bare Operatoren mit J*[/J - J+lfJ.lro, und die Operatoren Jtl] g
J*|fl + J- [/] erfrillen die kanonischen Vertauschungsrelationen:

lrlfl ,rlgjl= I ffitf,,nl f ,g e LV.

FfrrdiespeziellenFunktioneneiQ)&JaQ^*z_*),(n>
Notatio" ji" - Jleil, i1* : Jlie7,l, m ) 0, nehmen diese die Form:

Vf , ihl : k6k,-^@, 91, k,m ez \ {o}

an. lch wihle nun eine feste Orthonormalbasis e;, (i : 1,... n) in I/ und notiere die

Operatorcn ji95f in (i : 1,. . . ,n, n1, e z\{0}).Man sieht, dafi die Operatoren 71- ftr
m 21 und i : L, . . . , n, miteinander kommutieren. Aus der linearen Unabhd,ngigkeit
der Funktionen efi folgt weiter, da0 die Vektoren:

i!^ri?*2. . . i':n*Q

linearunabhd,ngigsind,fallsdieIndizesdenBedingungen:nf>
w ) rzr+1 wenn i, : ir+r ist, geniigen. Mehr als das: Ist P(V) : A[f '-*lli);"'' die
Pol5rnomalgebra in den Unbestimmten j'-n, dann ist P(y)O ein freier P(V)-Modul
und ?fo ist die Vervotlsteldigung von P(V)O in t/o [Sncnr, 81].

Zustandssurnrnen und Rotationen' Zustandssummen werden im weiteren Verlauf
der Arbeit eine wichtige Rolle spielen, deshalb mdchte ich sie hier in einer moglichst
allgemeinen Form definieren. Sei dazu Tl e\n Hilbert-Raum, mit einer uniti,ren stark-
stetigen Darstellung der Rotationsgruppe U(1). Der Erzeugende dieser Darstellung,
.Ls, habe nichtnegatives diskretes Spektrum und sei weiterhin so, da8 ftir alle t ) 0,

e-tLo ein Spurklasseoperator isL Die Zustandssumme Zu$) (oder einfach Z(t), wenn
keine Mifiverstindnisse entstehen konnen), ist definiert als:

Zx(t)- tr(e-'ro ).

Die Funktion Z ist eine Verallgemeinerung der Dimensionsfunktion, sie erfiillt:

Ztrrsttr(t) - zur(t)' zur(t), znr@ur(t) : znr(t) * zq$). (4.15)
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In dieser Arbeit ist der Fall ur\ *i.htigsten, in der das Spektrum von .to aus den
nichtneSrativen ganzen ZahlggXs besteht. Bezeichnet man in diesem Fall mit Tt(m)
den Eigef,raum von .Ls zumEigenwert m, so gilt:

rt- @x(*); fu(t)- f dim?/(*)"-,*.
rn€No *ZO

Ich mochte nun die Zustandssumme Zur(t) berechnen, wenn (zro, ?to) die Vaku-
umdarstellung von Z/ ist. Die Darstellung der starren Rotationen ist in diesem Fall
gegeben durch

U (, (d)) ro(w(f))U. (' (d)) : ro(w("(r?d))/))

und U(r(6))0 fl. Ist ^[s der Erzeugende dieser Einparametergruppe, so tiberzeugt
man sich, dafi die Vertauschungsrelationen von .L6 und ji durch

llo,ii*] - -mjL,, m€z

gegeben sind: Die Anwendung des Operato rs j'-* erzeugt die Energie m. Der Ei-
genraum '11"(*) der Energie m besteht also gerade aus den Vektoren (4.14), ftir die-
l!=rni : rr7,ist. Da diese Vektoren unter dun o."h (4.14) gegebenen'Bedlngungen
linear unabhd,ngig sind, folgt, dafi die Dimension von ?(s(m) durch P(ne)" gegeb"n
ist, wenn rr _ diml/ ist und P(*) die Anzahl der Partitionen von m in nichtnegative
ganze Zahlen ist. Benutzt man elementare Ergebnisse der Zahlentheorie (siehe z.B.
[Nrv/ZucK 60]), so erhiilt man:

Z71o(t) -

mit g : e-t und oo(q): ([L">r(l - q^))-t. A,r, der Definition der Rotationen inlrlr
(siehe (3.4)) und den Formeln (4.15), folgt ftir die Vakuumdarstellotrg, ?ln,der lokalen
Erweiterung fy, von l,{;

Zi;\t)- (no(s))" I o(a,o) , (q- ,-,). (4.16)
t€,L

4.3 Die Wirkung von Diffeonlorphismen in H
Ich will nun beschreiben, wie die Diffeomorphismen von ^9r in f/ wirken und Eigen-
schaften von bestimmten Einparametergrgppen ableiten. Diese werden bei dem Beweis
iiber die Verletzung der Dualitet ien6tigt.

Ein Diffeomorphismusr von ,91 ist eine invertierbare, glatte (d.h. C*) Abbildung
von 51 auf ^91, deren Inverse ebenfalls glatt ist. Sind fiir f - L,2, (D;i z r-> iD;e Dif-
feomorphismen, so ist deren Hintereinanderausfiihrung, Or Q2: z ,-,, Or (Arr) ebenfalls
ein Diffeomorphismus. Die Diffeomorphismen von ,91 bilden eine Gruppe, Diff(Sr),

ln(1 - e-'*)-') :ro(q)n,
\-20 I

llch betrachte hier nur orientierungserhaltende Diffeomorphismen.
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-Fit der HintereinanaEUqsftihrung als Gruppenmultiplikation. Schreibt man z : ei|,
0 S arg| <2r, so bekomipt man eine glatte Funktion von IR nach IR, durch:

,'/ 
o(un, ) _ ei,i(o). (4.1?)

Dle so definierte Funktion erfiillt die Quasiperiodiziti,ts-Bedingung .A(g * Ztr) : 2r *
ftA). Umgekehrt definiert jeder Diffeomorphismus von IR,, der diese Quasiperiodizitits-
Bedinsung erfiillt, einen Difieomorphismus von,91. Ich werde des ofteren zwischen

di€sen beiden iquivalenten Beschreibungen von Diffeomorphismen wechseln. Dabei

sind dann die Regeln (3.27) zu beachten.

Die Diffeomorphismen von 51 wirken in LV durch reell-lineare Operatoren:

Difi(sl) ) o ,* u(o), (" (o) f)(r): / (o-'(r))
u(o) (/t + fz) = "(o)/' + u@)fr, u(o)l/ : '\u(o)/, '\ e n'

Weil die konstanten Funktionen in .[V invariant unter dieser Wirkung sind, erhiilt
man durch die Operatoren ,r(O), O € Ditr(6'r), auch eine Wirkung auf (LV)o.Wie-
d€rum mache ich in der Notation keine Unterscheidung zwischen diesen beiden Wir-
kungen. Wichtigist, da8 die Wirkung sowohl auf. LV, als auch auf. (LV)o g"o*etrisch
ist:

supp(/) c r =+ supp(u(o)/) c o(/). (4.18)

Die Operatoren u(O), O € Dif(Sl), erhalten die symplektische Form, d.h. ftir f ,,g €
(LV')o gilt:

A(u(o)/, ,(o)g) - A(f , s).

Formal folgt diese Gleichung aus der Relation:

(4.1e)

(,(o-')/)' (z) (u(o-')n) Q)d,z- /'(o( z))s(o(znffAd,z :/'(o)g(o)do-

Ist fdr einen Diffeomorphismus i[, u(O) sogar eine komplex-lineare Abbildung (mit der

in (a.?) definierten komplexen Struktur), gilt also:

u(o)i - iu(o),

so kann man mit (4.lg,k"igen, da$ der Operator 
"(O) 

isometrisch ist:

("(o)/, ("(o)g) : Re(u(o)/, {"(o) s) + ilm(u(o)/, r(o)g)

- Re(u(o)/, 
"(o)g) + ;tm1 f , s) (*e. (4.8 und (4.19))

Im(u(o) f ,iu(Q),s) + ilm(f ,s)

: l;[:;i ';:::f;,]ij'il1 ';,n'

Solche Operatoren lassen sich somit eindeutig zu unitd,ren Operatoren in f/ fortse tzert.

Man kann zeigen, dafl die einzigen Diffeomorphismen O, die (a.20) erfiillen, die Ele-

mente der Mobiusgruppe P.9U(I,1) C Diff(Sl) sind. Diff(Sr) wirkt also nicht durch

beschrinkte komplex-lineare Operatoren in I/! Diffmmorphismen wirken jedoch durch

Bogoljubov-Automorphismen. Das hei8t, dafi ftir O € Diff(St), 
"(Q) 

ein reell-linearer

(4.20)
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Pdpttta"kter \"rttor ist, der Gleichung (4.19) erfiillt, und so da3 d.er (komplex-
lineare) Operatod:

(4.21)

ein Hitb",r:#idt-operator i$ ts::?L;:?: rrihrt d,azudag man eine unitiire
projektive Darstellung von Diff(St ) im Fock-Raum eH erhd,lt [Sunr, n 62]. Brwd,hnt sei
auch, da8 die Unitaritd,t der Mobius-Gruppe in // dazu ftihrt, daS sich diese Transfor-
mationen im Fock-Raum unitS,r imple*.oti"ren lassen und den Vakuumzustand inva-
riant lassen.'Man sieht so, da8 die Vakuumdarstellung der StromalgebraL;- tatsiichlich
ein chirales konformes Netz auf .9r definiert

Ich m6chte nun eine spezielle Einparametergruppe von Diffeomorphismen studie-
ren' deren Darstellung die Bedingung (4.20) nicht erftillt. Zur Motivation betrach-
te ich als erstes noch einmal die Einparameteruntergruppe der Dilatationen As von
P SU(t,L):

(4.22)^ 
/-\ 6"s cosh(t)z + sinh(t)trt\L)- 

@
Aus (4.22) macht man sich schnell folgende Beziehung klar:

Tmz#A+ReA1z)RezVt>0.

Weiterhin sind die Punkte z = *1 € Sl Fixpunkte der Transformationen (4.22).
Diesen Sachverhalt kann man sich bildlich so veranschaulichen (t > 0)t

,,Ar
*-L{ \ =,\lV

Die Einparametergruppe definiert also einen FluB auf Sl. Um diesen FluB genauer
zu untersuchen, betrachtet man am besten den infinitesimalen Erzeugenden D der
Gruppe 

"(Ar). 
Dieser ist durch die Gleichung: D : ftu(lrr)lt=o definiert. Es ist:

1tog1,{, z):}l"s(r) + lrog1 r* z-ttanh t) -}ar, | + zranhr).

Schreibt ma*-wie oben: 0 _ | log(z), und Ar(d) _ | log(A1z), so folgt aus dieser

Gleichung, mit log(1 + t) : ILr ?rL-'1,*,t < 1:

A,(d) - e -2 i #(tanh r), sin(nd).

Es ergibt sich: *frr})L=o : -2 sin;:;r' D rechnet man dann nach:

(Df)(""):2sin( q#f k\.
Die Eigenschaften der Einparametergruppe At kann man jetzt sehr gut an dem Vek-
torfeld X{0) - 2sin(0)# ablesen2: Fiir 0 < 0 ( r ist die Funktion sin(d) positiv, fiir

zHier identifiziere ich in naheliegender Weise Funktionen auf 51 mit 2r-periodischen Funktionen
auf IR,.
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1< 0 <4 ist sie negativ und fiir 0 - 0,zr ist sie Null. Interpretiert man X(0) als das
Geschwindlgkeitsvektorfeld auf ^91 (ftir die Gruppe Ar, bzw. Ar), so ergibt sich gerade
Bild 1. Das wichtige ist, da8 man viele Eigenschaften der Gruppe u(A1) mit Hitfe ihres
Erzeugenden D diskutieren kann.

Die Einparametergruppe von Diffeomorphismen, die ich genauer untersuchen will,
die auch (4.20) nicht mehr erfiillt, ist gegeben durch:

a1(z) I cosh(t)22 + sinh(t;
(4.23)

sinh(t)22 * cosh(t)'

ln dieser Definition nehme ich fiir Im(z)
Imaginarteil hat, fiir Im(z) < 0 nehme ich den Zweig, der negativen Imagind,rteil hat.
Weiterhin definiere ich fffr die Punkte z: *1: Or(tl) : *1. Man iiberzeugt sich
leicht, da$ diese Vorschriften in der Tat eine Einparametergruppe von Diffeomorphis-
men definieren. Mit den oben angegebenen Eigenschaften der Dilatationen ergibt sich

z+IV_>

z->Ji, /tA\

Ziel wird es sein, ,orr"nlffiooJio' ,,, bJu"isen:

Proposition 4.3.1: Fffr t > 0 definieren die r(iDr) eine stark-stetige und
gleichformig beschrdnkte Halbgruppe von reell-linearen Operatoren. Insbe-
sondere gilt ftir alle f e H: limr-o "@t)f 

: / und ll"(Or)ll ( ""t, 
fiir eine

reelleKonstanteo>0.

Bemerkungen, (u) In dieser Aussage benutze ich die Tatsache, da$ f/ mit der Defi-

nition (/,g)* I Re(/,9)Vf ,g € H, ein reeller Hilbert-Raum ist.
(b) Um die Notationen zu vereinfachen, beweise ich dieses Theorem nur ftir den Fall
di-(y) - 1. Der allgemeine Fall verliiuft vollkommen analog.
(c) Man k6nnte versuchen, die starke Stetigkeit direkt zu zeigen, in dem man die Norm
der Operatoren {4"2I) fur O - iDt absch d,tzt. Es ist jedoch einfacher, das Hille-Yosida-
Theorem zu benutzen. Ich zitiere dieses Theorem in einer ftir das hier vorliegende
Problem geeigneten Form [Yoston 71, Seite 2a6 ff.J.

Theorerrn 4.3.22 (Hille-Yosida) Es sei .t/ ein reeller Hilbert-Raum, A ein
linearer Operator in I/ mit Definitionsbereich dom(A), dicht in I/ und
Bildbereich rg(A). Existieren Konstanten N € N und a ) 0, so dafi fiir alle
n ) N die Operatoren (1 - *)-t beschrdnkt sind, mit

folgendes Bild:

r\%

fut- |r'il<(,-;)-', n)N,
dann gibt es genau eine stark-stetige Halbgruppe ?r, t ) 0, mit

llr,ll l eot und *r,t - Af ,

(4.24)
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ftir eine dichten Unterraum von Vektore n f .

Um das Theorem anzuwenden, definiere ich einen unbeschrdnkten Operator in f/, der
die Bedingungen des Theorems erfiillt und zeige, da8 die Halbgt,rppu von Operatoren,
die nach dem Theorem eindeutig ist, durchli" Hulbgrupp" a". Operatoren r(Orj
gegeben wird.
Beweis der Proposition: Die formale Definition des Erzeugenden macht keine Schwie-
rigkeiten' Wie in der Diskussion der Gruppe A1, sieht man, dafi: *Plfr=o : - sin(20)
ist. Um einen wohldefinierten Operator in I/ zu bekommen, b"*"r[t man, dafi die
Elemente cnr sn (n
Basis des reellen Hilbert-Raumes f/ bilden mit:

ll""ll' : lls,,ll' =
n

,, (4.25)

IVIan rechnet nach:

. _ d ( f(cos(n+2)0-cos(n-2)0) n>2
sinz|gcosn0={ cos4d-1 n:Z

t +(cos 30 - cos g) n : t.

Analoge Formeln gelten frir die Ableitungen der Sinus-Funktion. Das legt folgende
Definitionen nahe: Bs sei f/s der Unterraum von I/, der aus endlichen Linearko*birru,
tionen der c,, und s,, besteht:

f e Ho<+ / : t f;c; *f i,r, f,,, fn e v.
f=l i=l

Ich definiere zwei unbeschrinkte Operatoren D2 und 4 in H durch: dom(D2) -dom(fr) = I/o, und:

( 7k"*2-cn-2) ,>2
{ c4 n:2
t i(.r-r,) n:r
[ "r(t"*z-sn-2) n>2
{ .94 n:2
t i('r+",) n:r
[ -tk"+z-c.-z) n]2
1 -"n n=2
t -i("r*cr) n-1
f -;(t"+2-sn-z) n>2
{ -"n n-2
t -l('r*cr) n-1,

sowie durch lineare Fortsetzttng auf ganz I/o. Somit sind Dz r rd.6
dicht definierte lineare Operatoren in I/.
Bemerkung: An dieser Stelle sieht man genau, wo die komplexe

Dzcn Ef

Dzsn E

(t
t.

^ 
d.el

IJ2Cn

Trt. E

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

unbeschrS,nkte

Linearitiit der
Einparametergruppe Or verletzt wird: Es ist ic^ = -sn. Mit dieser Formel tiber-
zeugt man sich schnell, da8 D2icn : iD2cn fiir n
Dzict-iD2c1 - -c1 *0!
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Durch eine einfache Rechnung sieht man, dafi Dz - D;lno, d.h. ftir alle /; g € Ho
gltt 

@rf ,9)n = (f , Dzg)n.

Daraus folgt, da$ die adjungierten Operatoren (D2). und (6)- dicht definiert sind
nnd damit D2 und D2 abschliefibare Operatoren sind. Weiter sieht man anhand der
Mnitionen (4.26), da8, wenn / itr der linearen Hiille der Vektoren cntsnn) 2liegt,
die Formel

(Dr). f - -Dzf
dlt. F[r solch" / und ,\ e n gilt dann:

ll(D, - I)/ll' - llDrfll'+ .\2ll/ll' - )(/, Drf)o - \(Drf , f)o

:','u'ot l','uii i; lli||, 
-jJ:'t:ii - \(D' r' r)' (4 31 )

Ich fffhre nun die Unterri,ume f/s* ein durch: Ht g {f € Hlf - T f;c;, f; € n,}

und fl; E {/ e Hlf - D f;sr, f; €R}.Ho* besteht also aus (Aquivalenzklassen von)
geraden , H; aus ungeraden Funktionen. I/f, sind zueinander orthogonale Unterriume,
die unter den Operatoren D2 und 6 ioruriant sind. Schreibt man ftir / € I/o+: f :
f*r * i, f, - 2(f ,cr)n, so gilt fiir .\ € R, folgende Gleichung:

llQbz- l).,fll' = llQD, - ))ill' + fillQD, - )).,11'

+ 2h (QD, - l) q,(2D2 - r) /).
: llznrill, + l2llill, + f?ll(r + I)", - "rll, g.Jz)
+ 2f, ("u - (1 * ))c1, (-5/u - l/r)"r - 3,fscr)n

: yzDrfll, + )2ll/ll' + /,'((1 + 2,\);lcr ll' + ll"rllr)
+ 6frf';lcr ll' - to/'/5llcall2.

Dabei wurden die Identiti,ten ll""ll' _ ?, (n € N), sowie Gleichung (4.31) benutzt.
BemerktmannunnochdieUngleichungenllzD'ill,>
-lfrf"l > -+(f? + fil, tf/, S ll/llt, und dividiert Gleichung (4.32) durch 4, so erh6,lt
man die folgende Abschitzung (f e R, "f e l/o+):

ll@r,*))fll, > (l' * 4)ll/ll' f e n;
Durch eine vollkommen analoge Rechnung erhiilt man eine etwas schlechtere Abschiit-
zungfur/eH;r 

1

ll@, I)fll'>(l'-l-4)ll/ll' f en;.

(4.30)

(4.33)

Mit der Orthogonalitit und Invarianz der Ri,ume flf, folgt, da8 die Ungleichung (4.33)
sogax ftr alle f e fugilt. Weiter sieht rrio,o; da$ man die gleichen Rechenschritte auch
fir den Operh,tor Dz durchfiihrel kann, mit dem Ergebnis:

Es existiert eine natfirlicheZahl ??s, so da0 ftir alle n ) no und f e Ho -
dom([) die Ungleichung

1(1 -*r'n,> |trn,
gilt.

I

(4.34)
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Aus diesen Ungleichungen sieht man, da8 fffr n ) max(n0,3), der Operator 1- f eine
beschrinkte Inverse, (1 - *)-t € B(H), besitzt. Denn zund,chst stellt man t"ri, a.l
fiirn ) 3 derVorfaktorin (4.33) positivist. Somitgilt,ffirn ) 3und / € rg(t - *),/ : (r - *)g:

|t(l - *r'nt': ilgil'< (1-! -+)-'ll(r- |lat'- (r -*-fir'nfu,. (4.s5)
n n3'

rg(1 - *l ist aber dicht in I/o fiir n ) ns, denn mit Ungleichung (4.34) folgt, da8

g - ry) injektiv ist, fiir solche fr,und somit: ryT:$: ker(l - ry)t = I{ isr.
Benutzt man noch die Ungleichung:

(1 - n-t - 4n-2)-l S (1 - Zn-t)-',

gtiltig ftir n 2 3, so sieht man, dafi die Voraussetzungen des Hille-Yosida Theorems
mit a - 2 und /f - max(3, ns) erfiillt sind. Der Operator D2 erzeugt also eine eindeu-
tige Einparameter(halb-)gruppe Tt.Um die Gleichheit T1 : u(Or) , t ) 0, zu zeigen,
benotigt man nur noch, dafi ftir alle n € N:

fi ,o, nQ -1(0)fr=o : sinzl $ cos n0 (analog sin nd).

Mit der Definition von D2 folgt die Gleichheit aus der Eindeutigkeitsaussage des Hille-
Yosida-Theorems. tr

Ich habe mich hier darauf beschrinkt, die Stetigkeit der Halbgruppe u(Or), t > 0
zu zeigen. Vollkommen analog dazu kann man auch iihnliche Resultate fiir die Gruppe
,(Or-t) : u(O -r), t ) 0 erhalten. Auch eine Verallgemeinerung auf geeignet gew;ihlte
Untergruppen mit 2n > 4 Fixpunkten scheint moglich

4.4 Lokale Algebren und ihre Kommutanten
Ich komme nun zu den Hauptaussagen dieses Kapitels. Ich werde die Kommutan-
ten lokaler Algebren R(M) berechnen (siehe (4.6)), wenn M geeignet gewihlte Un-
terrfi,ume des Einteilchenraumes sind. Dabei werde ich die abstrakte Dualitat (Theorem
a.1.4(iv)) benut zen.

Ich definiere zund,chst lokale Unterrf,,umg {es Einteilchenraumes f/ und die ent-
sprechenden lokalen Algebren irn Fock-RaupSs sei / C ,Sr eine endliche Vereinigung
von nichtleeren disjunkten Intervallen3, so da8 auch das Komplement von .f, .[" eine
solche Vereinigung ist: I : lJnlzi+r, I" = Unlzn Es seien Unterrd,ume ,So(/) und S(/)
von .I{, definiert durch:

So(/) g {/e (Lv)olrrpp/c/}
S(/) E {/e (rV)slsupp.f,c/}.

Bemerkungen: (a) Die Bedingungen an den Triger der Testfunktionen sind natiirlich
als Bedingungen an Repriisentanten in LV zu verstehen. ^So(/) besteht also aus Ele-
menten, deren Reprisentanten in .It gleich einer Konstanten sind, ^9(/) aus Elementen,

i'i
i)

3Die Flage ob diese Intervalle offen oder abgeschlossen sind, spielt keine Rolle.



deren Reprd'sentanten konstant auf jeder Zusammenhangskomponente des Komple-mentes sind.
(b) Daraus folgt, 'wenn fcsl ein zusammenhd,ngendes Intervall ist, die GleichheitSo(/) - S(/). Weiter sieht man, wenn .I = UTliIrr*1 die Zerlegung in zusammen_hingende Intervalle ist, dafi: -r-rr

Ich beweise folgendes Theorem.

Theorem 4'4.L: Es sei I = h u Ia die Vereinigung zweier nichtleerer
disjunkter Intervalle auf ,Sr, so da8 das Komplement f": Izu.Ia ebenfalls
die vereinigung von nichtleeren Intervallen ist. Dann gilt:

Ar,({y - A(1") und A(I), : h(r").

Bemerkung: li" Verallgemeinerung dieser Aussage, falls .I eine beliebige Vereini-gung endlich vieler disjunkter Intervalle auf Sl ist, ,Jh"irrt ebenfalls mit den folgendenTechniken mdglich. Dabei sind jedoch andere Einparametergruppen von Diff(,Sr) zuuntersuchen' Ist / ein zusammenhingendes Intervall, so gilt ,4s( I), = h(1"). Dies
folgt aus allgemeinen Resultaten fFno/cen g2][Bnu'1cvi1t 

" 
g3ll Ffir das hier vor-liegende Modell wurde diese Aussage z.B. in [SlH-Mrnggj u"*i"r"n. In diesem Fallsind, wie oben bemerkt, die Algebren ,4e(/) und ,4(/) gleich. Bine natiirliche verall-gemeinerung des Theorems wire also die Gtiltigkeii i", Forrp€f{4.37) fdr beliebigedisjunkteVereinigungenvonendlichvielenIntervallen./__-

Beweis: Ich beweise zunichst die erste Formel in (4.37) fiir die spezielle Wahl der
Intervalle:11 9{" € ^grli" <argz< ir}, /rHtr;,.stlio ,-argz <rnn}. Die Lage

(4.37)
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So(/) : i,So(/r;+r).
i-0

(4.36)

Es sei nun wie oben, / eine_ Vereinigung disjunkter Intervalle. Ich definiere die lokalenAlgebren ,4s(/) und A(I) durch:

h(r) E ft(so(/))
A(I) gr ft(s(/))

Bemerkungen: (a) Ist /a^9r ein Intervall,-so sieht man mit der in Abschnitt (4.2)gemachten Realisierung der vakuumdarstellung .von l,l:

rs(U (I))" : A'(I) - A(I).

(b) Ist 'I wieder Vereinigung der disjunkten Intervalle I2;a1,0 { i S m,so folgt mit(4.36) und Theorem a.t.a(v):

.Ao(/) = (q ,+o(r,,*))
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der Intervalle Ir, k - 1, . . . ,,4 auf ,91 ist in folgendem Bild dargestellt.

Il

Mit der abstrakten Dualitit
Algebren, ist zu zeig.en:

, 13

(Theorem 4.1.4(iv)) und den Definitionen der lokalen

,so(/)'- m. (4.38)

(Hier ist Ss(/)' das symplektische Komplement von So(/) und 3p) der Abschlu3 von
S(/') in I/.) Zund,chst einige Definitionen: Es sei e eine positive reelle Zahl, e < $. Ftir
solche e definiere ich ein Intervall Jrc^gr, durch 4Y {" e ^gtlg 1 argz < ;} u {z €
Stl2tr - ;
Intervall ist; definiere ich /'E I .J,: {2. ,'1, € I,zt e J.} und ./ E ((/")')". .I. ist
also eine !-Umgebung von,I in,Sr und / ist eine f-Umgebung von..f in,Sr, bildlich:

Weiter fiihre ich die Faltung eines
p, p(z) : Dnez pnz-n ein, durch:

AAOt)
Elementes / e H mit einer reellen Testfunktion

(f * p)^9 f^p-,. (4.g9)

Es gilt

Lemma 4.4.2:
(i)Fiir f en ist/rpe(LV)o.
(ii) Ftir f e (t,v)o'Eilt (/* p)(z): t **!y@z)p(z).
(iii) Definiert man p durch 0Q) I pQ-1) (bzw. in : p--,J, dann gilt fiir
f ,g € Ht (f * p,9) = ("f, p 

" 
g).'

(iv) Ist /c^91 ein Intervall und supp(/) C I,supp(p) C J,, dann ist supp(/*
P) C I'.

Alle Aussagen sind, wie imryer, modulo konstanter Funktionen zu verstehen. Der Be-
weis dieses' Lemmas ist einfaeh, und fiir den Fall V : IR in [Scn-Mrn89] zu finden.
lch beschrii,nke mich deshalb auf einige Bemerkungen. (i) Folgt aus der Tatsache,
da8 mit der Folge pn schnell abfallender komplexer Zahlen, ftir f € H, auch die
Folge (f"P-", fnP-ol schnell abfallend ist. (ii) Ist eine einfache Rechnung. (iii) Folgt
aus der Eigenschaft p[ : p-ns und der Hermitizitiit des inneren Produktes in Vc.:
()r, w| : (u,.\.u), fiir u,w € Vc,, ,\ g c. Die Aussage (iv) ist dann ein Korollar aus
(ii) und (iii).

.l

':iiL

AI

V
a--
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-'/

I,emma 4.4.32 Es seien die Intervalle .[ und ^[3 wie in der Behauptung
des Theorems, sowie .I = 11 U 13. Dann gilt:
(i) .f € So(Ir U I3)'und tupp(p) c J. implizieren f * p e ,5s('4 U'-I3)'.
(ii) Es sei / € S0(1)'n (lV)s, dann ist / e S(/").

Korollar: t € So(/)' und supp(p) c J. implizierer f * p € S(/i U 1i).

Bcmerkung: Die fiir das weitere wichtige Aussage ist die des Korollars: Yerschmie (
rug mit einer glatten Testfunktion, deren Triger in .I. liegt, macht aus einem Element \
b dem symplektischen Komplement von Ss(1) ein Element in S(fjulf) (d.h. eine glat-
te Testfunktion). Die weitere Strategie des Beweises ist, diese Regularisierung von /
rierler aufzuheben.
Bcweis von Lemma 4.a.3: (ii) Sei / eine glatte Testfunktion im symplektischen

f,omplement von So(Irula). Iasbescindere gilt also ftr alle g e (LV)o mit supp(g) c .I1:

-;Im(/,c) = I *V'sl = 0. Da^raus folgt /'(z) :0, fiir z € 11' Analog sieht maa

f("\ = 0 ftr z € 13, also supp(/') c lzulr und / € S(f1. (i) folgt aus Lemma

f-{.2(iii) uad der Eigenscha.ft, da0 mii p aach f TrS.ger in 
"1. 

hat. o
Id wible nun eine Folg" p" von reellen Testfunktionen auf Sl, mit: (a) supp(p") c Jr
und (b) lim"*-"f * p^ = f YJ € I/. (Eine Approximation der Delta-Distributioni'l
pann felgf aus (b), frir / e 56(/)'und dem Korollar:

E-----;----i
/€ ns(/iu/i-)

Vit der folgenden Proposition ist daon die erste Formel in (4.37) bewiesen.

Proposition 4.4,4: Es gilt:

s(/") - s(Izu /4) -
11

s(It u /f ) (4.40)

Beweis: Es ist nur zu zeigeq da8

*r,
fl stlt u It) c s(/2 rr rr)

n=1

ist. Die umgekehrte Relation ist tri{al. Aufgrund der Definition der Einparameter-

gruppe iD1 (4.18) folgt, da$ es eine Nultfolge t,, gibt mit O1, (ti Ulf,t) C lrt) Invn € N.

Istnun/.m,danngibteseineFolgefn,mitfn€s(I'UIi)und
lim,.-* fn: /. Mit der geometrischen Wirkung der Transformationen u(Or) folgt, da8

*(Or,)f" c S(1, U ,S;) ist, tiir alle n € N' Damit ist

llr(o',)f" -/ll S llu(ot")/ - /ll + llu(o1")ll . ll(f - f")ll.
Mit der gleichformigen Beschrd,nktheit und der starken Stetigkeit der Operatoren ?/(Or)

bei t :0 (Proposition 4.3.1) folgt, dafi / ein Hiiufungspunkt von S(1, u /E) ist und

damit Gleichung (4.40).

oo

n
n=1
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Die zweite Gleichung in (a.3?) beweist man wie folgt. Es sei cp * r(g), die Unter-

gruppe der starren Rotationen in PSU(l,1) c Ditr(St).Dann ist r( ileru/s) : Izule.
Die Rotationen sind im Fock-Raum unitdr dargestellt und wirken- rdort in der offen-
sichtlichen Art uqd Weise geometrisch (dies gilt sogar fiir die gesammte Diffeomor-
phismengruppe Diff(Sl) [Snc,l'L 8lJ). Es gilt also, wenn ich diese Darstellung wieder
mit U bezeichne:

u (, (|ll*tr)u (, (ill. : Ao(r"),

und analog fiir "4(/). Man erhilt:

h(r)' : (ut", |n*u)r('(lll')': u (, ([ll "+U)' 
(] (, ([n-

- u(,(plnU)u(,(Lrll.
: -4(I). ,

Durch Ub"rguo g zv den Kommutanten (und Theorem 4.1.4(i),(iu)) ergibt sich die
zweite Gleichung (4.37) ftir diese Intervalle. Fiir beliebige Intervalle i;,, (k: L,,..,,4),
die die Annahmen des Theorems erfiillen, bemerke ich nur, da$ es einen Diffeomor-
phismus o e Diff(St) gibt, fiir den O(.It uir) - ItuIs und a(iruin) - IztJ Iq. Dieser
Diffeomorphismus ist, wie oben bemerkt, auf er unitd,r und geometrisch dargestellt.
Die Behauptung ergibt sich somit durch Betrachtungen, wie sie eben fiir die Rotatio-
nen durchgefrihrt wurden.

Bevor ich auf die physikalische Interpretation des Theorems eingehe, m6chte ich zeigen,
da$ die Inklusion, As(I1u /s) C Ao(Iz g Iu), (= A(1, u /e)) tatsi,chlich eine echte
Inklusion ist [WnssnRMANN 89]. Seien dazu Funktionen / und g in LV gegeben mit:

f o z€Ir -/-\- f o ze12/(") =t ;,;.i, n@={:, ze ra

Dabei seien die Konstanten cr,cz e V beliebig. Es ist dann W(f) e A(IztJ /n) und
W(g) e A(h tJ /a).Die Lage der Intervalle und die Bezeichnungen ihrer Endpunkte
z;, i - 1, ...,4, seien wie in der folgelden Abbildung gegeben.

(
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Es gilt: !- r

A(f 'd : lru,*ff:{t"n) (*s' f'lr,ur. : o)

: J- (i(_1), (r(,,),0(,n))) _ 
Inu,,ffiu,n )2tri y;

I
- -*("r, "r) (*e. Uk,)', g(z;)) - o fiir ,; * 3).

b,5

(

\_
In der zweiten Gleichung wurde dabei eine partielle Integration vorgenommen. Aus
den Veitauschungsregeln der Algebra U (3.1), erhd,lt man:

W (f)W(g) - e*k""'tw (g)W (f), (4.41)

s da3 i. a.W(9) nicht in A(I2gIn)' : Ao(Itu/a) liegt. Die Inklusion ist also eineechte
Inklusion. Ich zeigenun die eingangs erwd,hnte Eigenschaft, dafi die Algebra A(IIUle),
und damitr die Kommutante der in ^I1 oder /s lokalisierten Observablen, von Feldern

tz*lug! wird, die in /2 eine Ladung erzeugen und in /a wieder verni'dhten.

Proposition 4.4.52 Es sei ( e /t U /s beliebig, und die Algebra "P(Izl)
Ir) C B(Tt) definiert durch:

f(trLrln) E 
{ 

brt,).,ht,l ,upp(p,) c ,,, I ffirr: | #or\" .

(Notationen wie in Kapitel 3). Dann besteht diese Algebra aus Observa-

blen: F(IzU /n) C fr(U)", und ftir die Einschrd,nkung auf den Vakuumhil-
bertraum ?{o gilt: rs(t/(I1u /r))' - oo(F(IzU /n)).

Beweis: Ich benutze die oben eingeftihrte Notation rs(U(I1U/r))" : Ao(IrUIr). Weil
die Felder lokal relativ zu den Observablen sind, folgt als erstes die Inklusion: r(fo(Izu
/.)) C h(1, g /r)'. Als zweites bemerkt man, da8 z's(0hor)c).rhon) : qnr(rbor-o;) :
q(W(f)), mit einem Phasenfaktora 7 und einer Testfunktion f e t'V, deren Ableitung
in /r U /s ebenfalls verschwindet. Ist umgekehrt / ein Element in LV dessen Ableitung
in fr U Is verschwindet, dann kann man -if' als Summe von Funktionen p2 und pa

schreiben,mit ,pr(r) €V,i =2,4 und supp(pr) g I;,i:2,4: -if'(z) = pz(z)- p+(z).

Es ist dann:
f dz f dz -,, \ ^

J ffi,U,Q)- pn(,)) - -i J *f'(,) - o.

Mit der Definition der Feldoperatoren ,ho, (3.10), rechnet man dann nach:

,' ,h|,Vt,)*:ni,(w(f)) ?€s1.
F,s folgt also auch A(IrU Ia) C qro(Fo(Izu In)), und somit

A(IrtJ /n) c r(fo(IzU /n)) C -Ao(It u /r)' = A(Izu /a),

womit die Behauptung bewiesen ist. - u
Ich notiere noch folgende Formel ftir die Ladungee epz : ep+ der Eins-Formen Pz und
pa. Sind 4 €,[ und zs e .I3, so gilt:

f(r") - f ("r): 1,",' 
dzf'(z) - n 

1"",' 
d,zp2(z): -2r I #0, - -Znao,. g.42)

aDer Phasenfaktor hdngt natiirlich von ( ub.
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4.5 Verdlfgemeinerung auf lokale Flrweiterungen
Ich zeige nuh, wie man das Ergebnis des letzten Abschnittes auf lokale Erweiterungen
der Stromalgebra verallgemeinern kann. Dazu benutzt man die Tatsache, dafi sich 

"irr"lokale Erweiterung vonl,{ als DHR-Feldalgebra ansehen kann. Zunichst noJiere ich das
folgende Korollar aus Theorem 4.4.1 und den Vertauschungsregeln (4fr,

Korollar 4.5.1: Fiir ein Gitt er L C V,sei Sp(/1 tJ /a) die Teil["n*. ron
^9(/rU/r), bestehend aus allen Testfunktionen /, fflr die f (22)-/("De 2rL
ist, fiir alle z2 € Iz, za e /e. Es sei,4;(fiU/g) I n(Sr(/rU/3)) und analoge
Definitionen fiir /z U I+.Dann gilt:

AilIr s /r)' - Ar.(Iru In). (4.49)

Bemerkung: Dieses Korollar zeigt auch, dafi die Voraussetzung in ffr*rem 4.1.2,
da$ M ein Unterraum ist, notwendig ist.

Beweis: Die Vertauschungsregeln (4.4I) hiingen nur von den Differenzen der Funk-
tionswerte auf den Komponenten des Komplementes von supp(/) und supp(g) ab. Es
folgt, daB die Regeln (4.4I) unabhingig von der Wahl der Repriisentanten in .[I/ sind.
Ebenso iiberzeugt man sich, da$ die Teilmengen 

^91( 
I*U !) wohldefiniert sind. Mit

(4.4I) und Theorem 4.4.I folgt dann:

Ar".(1, U /4) c A{I1g /t)' c A(I2u &). (4.44)

A(IrU In) wird aber von Weyloperatoren W(f) mit supp(/') C Izt) Ia erzeugt. Die
einzigen, die mit An(/r U Is) kommutieren sind aber die aus Ar,(I, U Ia), und das
Ergebnis folgt. tr

Es sei nun .[ ein integrales, gerades Gitter in I/, ft, die entsprechende lokale Erwei-
terung und (or,,'\lil ihre Vakuumdarstellung. Ftir disjunkte Intervalle 11,, k - 1 ,...,4,
und UxIr: ,9r, definiert man die Algebren:

r/f;(I1u /s)) E Qr7(f1,(/,) u rp(f1(rs)))",

und analog ralF;(l2 U /n)). Dann gilt:

Proposition 4.5.22 
\.

rilFr.(h u /r))' : {nil6rw(f)) l',tpp(p) c Ir, f e Sr.(Iru In)}" .

(4.45)

Beweis: Sei' T - L - Vl L. die au,L duale Gruppe, T ) g e Bn, ihreWirkung auf
fn:

g - [uJ, F e Tn * Png) : 
"2tri(g'ul 

p u-2ri(Q'ol .

Die bedingte Erwartung auf die Kommutante U(T)' in B(7{7) bezeichne ich wieder mit
rn. Ich identifiziere im folgenden die Algebren fr,(I), .Ic,Sl, mit ihrer Vakuumdarstel-
lung, d.h. ich schreibe,/, anstatt rL(6e) etc. Ich unterteileden Beweis in zweischritte.
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(a) Sei als erstes A e m(f7(I1U/g)'). Dann ist A eichinvariant und es existieren folglich
Operatoren Ao e B('l1o), a € .L, mit:

A - O n"(a"). (4.46)

i

t-

a€L

Nun wird h((It U /s)) von Operatoren 6116r, mit supp(pk) C Ir, k - 1,3, und
em,eps € .t, erzeugt. Wegen gu(6r) : 

"2ri(apo''), 
wird dann m(fr(/r u /s)) von

Operatoren $ordp", ap, * o,ps = 0 erzeugt. Mit Gleichung (4.42) sieht man, daB diese
Operatoren bis auf ein Phase gleich 

"r,(W(f)), / € S;(fi rJ /r) sind. Es folgt

m(F(I1u /s)) - nt({W(f) l/ e Sr(IrrJ /s)})" : rr,(Ar(hu /r)),,. (4.47)

Wegen m(fz(Iru/s)') C m(Fp (Itu/r))'folgt damit und mit Korollar 4.5.1 (Gleichung
(4'43))' 

oo € An.(Izu 14) Ya e L.

Sei nun p, mit supp(p) C /r und ao e L beliebig. Dann ist aufgrund der Lokalitiit der
Wirkung von T: 4o e ft(h tJ /s) cm(fn(/r u I"),),.$o vertauscht also insbesondere
mit A. Mit (4.46) und der Definition der Feldoperatoren (siehe Gleichung (3.6)) folgt:

6rA
aeL

- O oo-o o(A,)6,
aEL

- O ""(a o,+oo)dp

: T;,
Es folgt fiir alle a e L: Ao: As, und somit ist A ein Element in rr,(Ar.(/z U /o)).

(b) Es sei jetzt F € fr,(It U Ir)' ein Element, das wie ein irreduzibler Tensor
transformiert: gW@) - "2ni(a'")f' 

ftir ein a €, L. Es ist ein bekanntes Resultat (siehe
z.B. [Bne/RoB 79 II]), da$ die Algebra fr,(It U /g)', als unter der Wirkung von ?
invariante von Neumann-Algebra, von solchen Blementen erzeugt wird. Es sei p eine
in 12lokalisierte Eins-Form mit supp(p) C Iz und J *1;p - e. Dann ist .F.4i einunter
? invarianter Operator: F - d; € m(fy,(I1u /.)'). Mit (a) erhilt man:

,r' : 6prr,(A), A e Ar.(I2u I4).

Die Behauptung folgt nun aus der oben erwiihnten Tatsache, da8 die Operatoren .F
die Algebra fr,(/r U Is)' erzeugen. fl
Wieder kann man das Ergebnis so interpretieren, da8 die Kommutante fr,(h g /.)'
rton Feldern erzeugt wird, die in der Komponente .Iz des Komplementes eine Ladung
erzeugen, in der anderen Komponente /a wieder vernichten:

Korollar 4.5.3: Es sei ( e /t U /s, beliebig, und:

f\.Uru /n) C B(?tl,),

die von den Feldern 6eord!., tlit supp(p*) e lr,und ooo e L*,, epz*arr € L
erzeugte von Neumann A|rybra. Dann gilt:

)
1

(

ot(f\.$zu /n)) : FilItg Ir)'. (4.48)
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I\/
Der Bedeis dieser Aussage verliuft vollkommen analog zu Proposition 4.4.5. Weil die
Felder 6r, oo € L*,supp(p) C IzU lelokal relativ ru i.n Observablen sind, folgt:

lrt(f?,.(Izu /n)) c fn(hu /g),.

Die umgekehrte Inklusion gilt, weil man jeden operator

dprr(w(f)), /? sr' (Izula), supp(p) c Iz, ao e L,

schreiben kann a\s qr7(6rr45,) (oo, * dpn e L). tr
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Kapitel 5

Modulare Theorie und lokalisierte
Connes-Kozykel

Db modulare (Tomita-Takesaki-) Theorie spielt eine herausragende Rolle in der al-

gebraischen Quantenfeldtheorie. Grundlegend fiir diese Einsicht waren die Arbeiten
w Bisognano und Wichmann [Brs/WtcH 75]. Dort wurden die modularen Gruppen
von Algebren zu raumartigen Keilgebieten mit Lorentz-Boosts entlang dieser Keile

{modifiziert um eine Drehung) identifiziert, die modularen Konjugationen als PCT-
Operator der Theorie (wiederum um eine Drehung modifiziert). Die modularen Ob-
j*te zu solchen Algebren wirken also geometrisch. Die geometrische Information, die
rrran so durch die algebraisch definierten modularen Objekte erhd,lt, wd,chst, wenn
man zu niedrigeren Raum-Zeit-Dimensionen iibergeht [BoncHERs 92J. Besonders in-
teressant ist der Fall chiraler Theorien auf ,S1. Hier leflt sich mit den Ergebnissen

ans [BoRcHERS 921 zeigen, da8 die gesamte Darstellung der Mobiusgruppe von den

modularen Gruppen der lokalen Algebren erzeugt wird. Umgekehrt lassen sich einfa-
che algebraische Bedingungen an ein Paar von von Neumann-Algebren angeben, so

da8 diese ein konformes chirales Netz auf ,91 erzeugen (siehe [Wlesenocx 93] und

[ScHnoen 92]).

Ich mochte in diesem Kapitel die modulare Theorie in dem Modell der abelschen

Stromalgebren untersuchen. Dazu werde ich als erstes einen elementaren Beweis dafur
angeben, a.f die modulare Gruppe der Algebra des oberen Halbkreises mit der Unter-
gruppe von P,SU(L,1) iibereinstimmt, die von den Dilatationen erzeugt wird. Danach
werde ich den von Wieqbrock iril[WlnsBRocK 94J entwickelten Ansatz aufgreifen und

die Superauswahlsektloren des Modelles durch Objekte der modularen Theorie, den

sogenannten Connes-Kozykeln, charakterisieren. Diese Objekte sind nichts anderes als

Ladungsverschieber, also Qperatoren, die in einem Gebiet eine Ladung erzeugen, in
einem anderen Gebiet wieder vernichten. Solche Objekte spielen in der gesamten Su-

perauswahlanalyse eine zentrile Rollel IDHR 7L, Heec 92].

llm vorigen Kapitel tauchten solche Operatoren ebenfalls auf. Dort waren diese Operatoren fiir
die Verletzung der Dualitdt verantwortlich.

59
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5.1 Die modularen Gruppen der lokalen Algebren
in der \Zakuumdarstellung

Es sei I t+ A(I) ein lokales, chirales und konform invariantes Netz von von Neumann-
Algebren auf ,Sr mit Vakuumdarstellung (zro, ?/o) und Vakuumvektor O € ?/o. Dann
gilt das folgende Theorem [Bnu/Gut/Lo 98, Fno /Gnn g2]:

Theorem 5.5.1: (i) Das Netz / H A(I) erfiillt Haag-Dualitit in der
Vakuumdarstellung, d.h. ftir /C^91 ist:

ns(A(I))' - oo(,A(/")). (5.1)

(ii) Die modulare Gruppe der Algebra rs(A(I) ) beziiglich des Zustandes O
ist implementiert durch die Darstellung der Einparameteruntergruppe von
PSU(L' 1), die die Endpunkte des Inteivalles / als Fixpunkte hat.

Bemerkungen, (i) Der Beweis des Theorems benutzt wesentlich die Identifikation
der modularen Transformation der Algebra A(I) mit der geometrischen Inversion an
den Endpunkten des Intervalles /. Diese Identifikation erhfr,lt man mit den Ergebnissen
von Borchers [BoncHERs 92J, siehe z.B. [Fno/GAB g2].

(ii) Die in dem Theorem unter (ii) angegebene Untergruppe ist durch die Be-
dingung, da8 sie die zwei Endpunkte des Intervalles / als Fixpunkte hat, eindeutig
bestimrnt. Im Falle da8 das Intervall / der obere Halbkreis ist, ist die Gruppe genau
die Einparametergruppe der Dilatationen (4.22). Man fiberzeugt sich leicht, iufi-4i"r"
Untergruppen die gesamte Mobiusgruppe erzeugen, wenn / riber alle Intervalle von
^91 variiert. Die modularen Gruppen der lokalen Algebren im Vakuumsektor erzeugen
also die Darstellung der Raum-Zeit-Transformationen vollstd,ndig.

Um diese allgemeingtiltigen und abstrakten Brgebnisse zu illustrieren, m6chte ich
ein Ergebnis dieses Theorems in dem vorliegenden konkreten Modell mit elementaren
Methoden beweisen: die Tatsache, da3 die modulare Gruppe der Algebra zum oberen
Halbkreis durch die Dilatationsgruppe gegeben ist (fiir einen anderen elementaren
Beweis siehe auch [Yr,icvesoN 94J). Ich fuhre zundchst noch einige Bezeichnungen
ein. Sei ns die Vakuumdarstellung der Stromalgebra l,l, sowi" Ao(i) - ra(Ll (/)). Es
sei weiter M der obere Halbkreis:

Mg{re^91lim(z) >0}.

Den Vakuumzustand bezqichne ict mit &.,s: ,o(A): (O, AO). Es sei A1 die Einpara-
metergruppe der Dilatadnen (siehe (4.22)) in' PSU(i, f ) und g a U(.g) die unitare
Darstellung von PSU(1, 1) in ?{o. Die zu beweisende Aussage lautet:

Proposition 5.L.22 Die'modulare Gruppe ot von (h(M),aro) ist: ot :
Adu (A_,,)

Beweis: Es ist zu zeigen, da$ die EinschrS,nkung des Zustandes ars auf die Algebra
Ao(M) ein KMS-Zustand zur Gruppe AdU (L-*r) mit inverser Temperatur B - 1

ist. Nach Definition der Algebra Ao(M) und Ergebnissen der Theorie der von Neu-
mann Algebren [Bnn/Ron 79 IIJ, erzeugen die OperatorcnW(f), mit supp,f C M,
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mber endliche Produkte und Linearkombinationen eine stark-* dichte Unteralgebra von

^1M). 
Daher reicht es, die KMs-Bedingung fur Elemente der Form W(f) zu zeigen

pnalRoB 79 IIJ. Die KMs-Bedingung lautet fiir solche Operatoren:

Ffrr alle Testfunktionen / und h mit Trd,ger in M existiert eine Funktion
t* F(t), analytisch in dem Streifen S - {, eAl0 '<lmz < 1} und stetig
auf dem Rand von S, so da8 gilt:

F(t) : (O, Adr/ (A_,r) (w(f))w(h)o) ,

F(t + i) : (a,w(h)Adt/ (L-nt) W$))o) .

I;'m dies zu zeigen, bemerke ich als erstes, dafi die Einparametergruppe L-rt, gegeben
durch

cosh(zrt)z - sinh(a't)

- sinh(rt)z * cosh(z't)

fiolgende Eigenschaften hat:

1. Die Gruppe A-,,r le8t den oberen Halbkreis M invariant.

2. Fffr festes z e M ist die Abbildung: f r--+ A- ftz eine analytische Abbildung des

Streifens S fn das Innere des Einheitskreises.

3. Es gilt t\-;,2 - L.

Als zweites zeigt eine Standardrechnung, da8 der Zustand t.rs folgende Faktorisierungs-
eigenschaft hat:

,o (W (f)W (h)) - {ns (W (f)) us (W (h)) e-(/'r'),

wobei wie im letzten Kapitel: (f ,h) : Dn)r n(f",hnlo, das innere Produkt in LV
bezeichnet. Setzt man noch il g Ad(Y(A-,,)) und fiir t € IR, fr(r) I f(n-p), so
ergibt sich:

,o(u'(w(f))w@) : ,o(at (wff))a-t (w(h)))

- ,s (a* 1w1l))) ,o (u-t 1w1n1)) "-trs'h-T,\
: uo(w(f)) ro (w(h)) 

"-(tg"h-g'). (5.2)

Hier folgen die erste und die dritte Gleichung aus der Invarianz des Vakuums unter
der Gruppe U(A -nt), die zweite aus deroben angegebenen Faktorisierungseigenschaft.
Sei nun die Funktion G definiert durch:

G(t):l&,,h-y), t€iR.

Dann folgt aus der Definition des inneren Produktes:

G(t) : !n(f^(t)',h,(-t))c, wo z.B.
n)1

h*(-t) : I h^-st'(z)zn-L

= I #otr) (^- Tr)"-r 
d'/\-ttz

z nA-rt (r) :

(5.3)

(5.4)

(5.5)
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und eine analoge Formel fiir /"(t) gilt. Aus der zweiten der oben gemachten Bemer-
kungen und der Tatsache, da8 der Trd,ger von A in M liegt, sieht *urr, da3 ftir n ) L
die Funktion t t+ h"(-t) eine analytische Fortsetzung in den Streifen S besitzt. D.h.
fiir alle v € Vs ist t * (u, h"(-t)l analytisch in ,9 fiir n 2 1. Aus der Antilinearitat des
inneren Produktes: (u,rl = @, sieht man weiter, da8 ftir n ) 1 und alle u € Vc,
auch die Abbildung t r--+ (f"(t),u) analytisch in ^9 ist. Bin einfaches Argument zeigt,
da8 dann auch jeder einzelne Summand in (5.4) eine analytische Funktion im Streifen
S ist. Die Gleichung (5.5) liefert folgende Abschf,,tzung ftir h,(-t), t € ^9:

lh^(-t)l s lr,*lzh(z)l 'lA-;, zln-t .loni:" 
t

dL-o,z

z€M &Z f-*lzh(z)1. (b.6)

Hierbei ist wieder lul : ,M, fiir u € vs. Aufierdem iiberzeugt man sich, da8 die
beiden Faktoren vor dem'Integral tatsdchlich beschriinkt sind. Aus der Definition von
As und dieser Abschitzung folgt dann:

1. Es existiert eine (von der Funktion /z abhingende) Konstante C ) 0 und eine
Funktion r(t): 0 ( r(t) < 1, vf € S, mir lh,(-r)l < C .r(t1"-r. Die Funktion r(t)
ist auf kompakten Teilmengen von ,9 gleichme8ig durch eine Konstante r < 1

beschrinkt.

2. Ftir t € IR gilt: h"(-t - f) : h-"(-t) - hn(-t)".

Analoge Eigenschaften gelten auch fiir die Funktionen /,,(t), mit f,1t+i) - f-,(t).Mit 1. kann man das Weierstrafi-Theorem riber die Konvergenz anaiytischer- Funk-
tionen [AHr,rons 79] anwenden, und man sieht, da8 G eine analytische Fortsetzung
nach S besitzt. Weiter folgt mit der Eigenschaft 2. und der Relation (r*, -*)c : Gd
uru e Vq:

G(t+r) = f nffi: E n(h,(-r), f^1t1,o: (a- 7r,f7,).n)l n)t

Beachtet man, da$ die Exponentialfunktion-'analytisch ist, so folgt die.gewiinschte
Analytizitit von f(t) im Streifen S. Die KMs-Bedingung folgt, indem man diese
Gleichung in (5.2) einsetzt und die Schrrtte in (5.2) riickwiirts verfolgt (mit t t+ -t)t

F(t + i) = ,o(u-'(w(h))wlo) - u)o(w1n1a, WU)))

cl
Bemerkung: Der Beweis lii8t sich fast wortwortlich ftir andere Intervalle /CSr tib
nehmen. An die Stelle der Dilatationsuntergruppe von PSU(L, 1) tritt dann di"5"rrfi
UntergruPPe, die die Endpunkte von .I invariant l6,Bt. Man erhd,lt so das Ergebnis von
Theorem 5.1.1 (ii).

(:l* l^-f,"1)

i

t

?

&
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5.2 superauswahlstruktur und lokalisierte
Connes-Kozykel

h lhpitd 4 habe ich gezeigt, da8 operatoren der Form

\ 6)ri,r, mit ,opp(p;) C I;, Iz O Ia :0 und I #r, : | fiO^, (b.T)

cLE bmndere Rolle bei der Verletzung der Haag-Dualitiit spielen (siehe proposition
{{ t- Di€se Operatoren haben eine offensichtliche Interpretation ds Ladungstranspor-
rc Ec sei c 

= 
t ii;tz: [ **pndie Ladung der op"ruioren gr,. ou"" beschreibt der

opcretor (5-7) die Erzeug,rng einer Ladung a im Gebiet .I2 und ihre vernichtung im
Gcbict /r- Dieser Operator transportiert also die Ladung a von dem Gebiet .[z in-das
Gcbi€t -Ir- Er ist insbesondere eine Observable, weil die Gesamtladung nicht geiindert
Tird- Di€se Observable ist jedoch im allgemeinen nichtin dem Gebiet I.,LJl.lokalisiert,
*il sie die Gesamtladung im Gebiet .I1 U /s mi3t (siehe Relation (4.41)). Aus diesen
f)fuhussionen ist ersichtlich, dafi solche Operatoren mit der Superauswahlstruktur des
bctnchteten Modelles zusammenhd,ngen. Ich will in dem vorliegenden Abschnitt disku-
tlcrtn, wie man die Superauswahlsektoren einer abelschen Stromalgebra durch ,olJ"
rfmmllen Objekte charakterisieren kann, ohne die Kenntnis der Felder $p oder d;;-
bfe$sierten Endomorphismen IDHR 7lJ vorauszusetzen. Ich benutze dabei spezielle
Operatoren de1 Form (5.?). Seien dazu u und fr die Darstellungen der Mobiur*rupp.
Psti(r' l) im Einteilchenraum und auf den lokalisierten Eins-Foi*"r, (siehe f 

"pIt"i i;.Ffrr die Untergruppe der Dilatationen fiihre ich folgende Notation ein: d(t) I ,(A-,,)
und e(q I a1l-,ot). Ftir die modulare Gruppe ot von h(M) gilt dann wie oben ge-
reigt: 

"'(W(f)) 
: W(d(t)f). Et sei.I2 = I c- McSl ein Interuutt im oberen Halbkreis

lf. das mit M keinen Endpunkt gemeinsam hat. Es wird sich herausstellen (siehe Glei-th*g (,S1ZO;;, da8 die oben angefthrten Operatoren ftir die Wahl p, =p, supp( p) C I
und IrE L-ntf , 

-qn-- 
d(t)prdiesogenannten Connes-Kozykel der mod.ularen Gruppen

"on -&(f) beztglich der Zustinde &tu und up - uo o ?, I sind.
Zunichst jedoch die Definition von Connes-Kozykeln, als Theorem formuliert:

Theorem 5.2.1: (Connes [CoNNes 73]) Es sei ,4 eine von Neumann-
Algebra, cd1 uod u2 zwei treue Zustf,nde auf ,4. Die modularen Gruppen
von A beziiglich dieser Zustf,,nde seien af;, und olrr. Dann gibt es eine
eindeutig bestimmte Abbildungll - IDrr' : Dw1l1 von n in 

-di" 
Gruppe

der uniti,ren Operatoren von ,4, die die folgenden bedingungen 
"ifrillt, 

'
(i) ,r+" = uto!,,r(,r").
(ii) of;,(A) : utolu,@)"i VA e A.
(iii) Ftr jedes A e A existiert eine in dem Streifen ^9 analytische Funktion
.F mit:

F(t) : w2(qA), .F'(r + i) : u1(Au6) (r e n ). (5.8)

Die Familie u1, t € R, heist connes-Kozykel (von (A,rrrrr)).

Um den Zusammenhang mit Ladungstransportern zu verdeutlichen, sei 7 ein Auto-
morphismus von ,4, u)t : ar ein treuer Zustand und a.,2 -&l, o 7-r, d.ann gilt:
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Lemma 5.2.2: Der Kozykel lDroj-r : Dwl - u1(7) ist vollsti,ndig durch
die folgenden Bedingungen bestimmt:
(i) ,'*"(r) - ur(1)o!"(u"(r)).
(ii) Fiir alle A € y4 isr:

t @i"@)) = u,(t) 
"!,h @) )ul(r). (5.e)

Beweis: Ich'zeige als erstes, da8 die modulare Gruppe von (,4, u o 1-r) durch die
Abbildung 6: t +> 1o ol" o ?-r gegeben ist. Schreibt man: ot - o[, dann gilt ftir
A,,B e A gilt:

F(t) E, o 1-t (tt@)n) = , ("' (r-'(A)) 1,-'(B)) .

Weil 7 ein Automorphismus der Algebra ist, sind {'(A) und {t(B) wohldefinierte
Elemente von A. Man kann also die KMS-Bedingung f{ir die Gruppe ot und den
Zustand &,' anwenden. Diese besagt, da8 die Funktion F eine eindeutige analytische
Fortsetzung nach ^9 besitzt mit

F(t + i) = , (t-'@)"'h-'(A))) = Loo ?-r (aa,1e\ .

(5.10)

(5. 1 1)

Das ist aber die KMS-Bedingung ftir die Gruppe 6t bezfiglich des Zustandes ., oT-1.
Somit ist 6t tatsichlich die gewiinschte modulare Gruppe, und die Bedingung (ii) des
Lemmas stimmt mit der Bedingung (ii) des Kozykel-Theorems iiberein. bie Analyti,
zititsbedingung (5.8) folgt dann aus Gleichung (b.11). tr
Bs sei nun A - A(M) die lokale Algebra zum oberen Halbkreis; / C M ein Intervall,
das mit M keinen Endpunkt gemeinsam hat. Es sei 7 ein Automorphismus von A(M),
lokalisiert in dem Intervall /. Betrachtet man 7 als Automorphismus in eine* g"iud"-
nen Sektor der Theorie, so sagt Gleichung (5.9), daB dieser Sektor kovariant unter der
Dilatationsgruppe ist. Weiterhin folgt aus dieser Gleichung, da$ der Automorphismus
,!, o .f o o;t in A ,r.I lokalisiert und iquivalent zu 7 ist:

o!,(t@,'(A))) - rli(r) {A)"r0).
Diese Gleichung zeigt, da8 ur(i ein Ladungstransporter ist: u1(7) transportiert die
von 7 in / erzeugte Ladung in das Gebiet l\ntl .Weiter zeigt sie, dafl wenn A in einem
Intervall J lokalisiert ist, welches wiederum keine Bndpunkte mit M gemeinsam hat,
ftir hinreichend gro3e I (ndmlich so groB, da8 A-, J fi I : A) gilt:

"ih)t(A)",0) - "!"h(";' (A))) = A + {A) : u,(t)Aut(t). (5.12)

Fiir hinreichend gro8e t implementiert ur(il den Automorphismus. Dies zeigt,da3 viele
Eigenschaften des Automorphismus 7 mit Hilfe des Kozykels ur(i studiert werden
k6nnen [Gut/LoN 92]. Der Ansatz von [WtEsBRocK 93J ist es, den umgekehrten Weg
einzuschlagen: Welche Bedingungen mu3 man an einen Connes-Kozykel (einer lokalen
Algebra) stellen, damit dieser einen Sektor der universellen Algebra beschreibt? Ich
gebe diese Bedingungel in der folgenden Definition an [WrnsBRocK 93]:
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Definition 5.2.3: Es sei f *. "4(/) ein chirales Netz von von Neumann-
Algebren in der Vakuumdarstellung. Ich bezeichne mit M den oberen Halb-
kreis und mit / C M ein Intervall, das mit M keinen Endpunkt gemeinsam
hat. Es sei at die modulare Gruppe von (",4( M),,c..,). Eine Binparameterfa-
milie uniti,rer Operator€rr u1 C ,4(M), t e R,, hei$t lokalisierter l{ozykel,
wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) ,, ist ein Connes-Kozykel beziiglich ot, d.h. ftir alle f,s € IR,

ist: ?trt+" = utot(u").

(ii) 4 ist lokalisiert in dem Sinne, da8 es ein Intervall I C M gibt,
das mit M keinen Endpunkt gemeinsam'hat, so da8 ut e A(I)
ist, wenn nur ltl hinreichend klein ist.

(iii) Die adjungierte' Wirkung von u1 auf A(I) ist dieselbe wie
die adjungierte Wirkung von u\t, wenn nur f hinreichend gro8

ist. Das heifit ftir grofie t ist utult € A(I)'

Es sei jetzt ll die Stromalgebra mit Vakuurnzustand ,o(.) : (O, .CI) und Ao(M) -
rg(U(M)), die Algebra des oberen Halbkreises in der Vakuumdarstellung. Ich will
nnichst zeigen, wie man den zu einem lokalisierten Automorphismus auf h(M)
geb6renden Connes-Kozykel ausrechnet [ScHRoER 92, WtnsBRocK 94].

Proposition 5.2.4: Es sei p eine in / lokalisierte Eins-Form auf ,91 und

SrpE a(qp-p. Es gilt t 1fr6'o(z) :0 und supp(6tp) c M, Vf . Es sei fr di"
eindeutig bestimmte Funktion in LV mit supp(fr) c M und *frV) -
ifip(z). Der Connes-Kozykel beztiglich der Zusti,nd€ t^.,,o und ,ou4 woo^lir
auf ,40( M) ist gegeben durch:

ut(p)E lnro: Dwsll = siotiolw(fr). (5.13)

Beweis: Ich zeige, da0 die folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Fffr f e LV mit Triger in M gilt

n (o'(w(/D) - u,(p)ot Q,(w(f))) "'(p)..
(ii) q(p) erfiillt die Kozykel-Relation:

ur+s(p) - ut(p)n'(",(p)).

Mit den oben gemachten Bemerkungen folgt dann die Aussage. Um (i) zu zeigen,
rechnet man nach:

Adul(p) (d h,(w(/))) : Adw(fr)-(e;onw(d(r)/))

: f[:,fs],;r,,,
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woraus die Behauptung folgt. Hierbei habe ich benutzt, das:

Dann gilt:

ur+"(p) 

:
:

Weiterhin folgt aus (5.14):

A(fr, dU) f) : I *,<$,p), d,(t)f)

: -ipld'(t)/l + I*(ry) ,,0,n-n,z),r(tt-,,4r

: ; (plfl - pld(t)/l) . (5.14)

Um (ii) zu zeigen, bemerkt man als erstes, da8 die Abbildung t * fr ein d(t)-Kozykel
ist, d.h. 

-,+_6;."p: dU)& +fr.
Diese Gleichung gilt, weil ftir festes f und s beide Seiten dieselbe Ableitung nach z
besitzen. Sie haben aufierdem beide Tr6,ger in M (nach Definition), und sie stimmen
bei t = 0 ftir alle s tiberein. Daraus folgt die Gleichheit. Es sei nun

_ def ;|tilplQt:e'

ar+"W(ffi1

e t + s e- | e4asfi ,f,t w (fr)w @ (t)fr1
a4 

"e- 
t e1a1tvff ,fri w (fr) o, (w (e))

c.4,al c'ie- * ua1qilr,Cil ur( p) ot ( u" (p) ) .

1 ^^- rototil&,fr) : -|'rla,:.)fr| + |,rl&|,
und man erhiilt die Behauptung mit:

L@m]-ptfrt -ptfrt) : |aaotfri-iafrl
* 01.r-"0 ioI"-lag1t1fi'f'1 - 1.

Dies zeigft,da$ man den zu einem lokalisierten Automorphismus geh6renden Connes-
Kozykel mit elementaren Methoden berechnen kann. Ich will nun umgekehrt alle 1o-
kalisierten Kozykel bestimmen, die die spezielle Form 14: arW(fr) haben, wobei fi
Elemente in ^LZ sind und die o1 komplexe Phasen vom Betrag Eins. Es ist nun nicht
mehr tiberraschend, da8 der allgemeine lokalisierte Kozykel genau die Form (5.13) hat.

Proposition 5.2.4':, Der allgemeinste lokalisierte Kozykel der Forrrt ?r,2 :
arW(fr) ist durch Gleichung (5.13) gegeben, wobei p eine beliebige, in
I C M lokalisierte Eins-Form ist.

p--

Ii,,
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Icis: Um die Proposition zu beweisen, habe ich die Funktionen fi und die Phasen
q {t € R) zu berechnen. Da Trigereigenschaften der Funktionen fi nur bis auf Kon-
ilmrai eindeutig sind (ich arbeite in der Vakuumdarstellung), werde ich zuniichst die
fu&tinen gi(z) oS 

*fr(z) bestimmen. Die Kozykel-Bedingung ;1tr ?11 zeigt, da3 fiir
il e s die Funktion 91 Triger in M hat und die Bedingung

9t+s:gt*d(t)g, t,s€IR (5.15)

c!fiIh- Die zweite Relation in der Definition lokalisierter Kozykel besagt, dafi ftir kleine
fil" gr sgar Tr6,ger in / hat. Es sei nun s so klein, dafi g" Triger in .I hat, t so gro8, dafi
f-df fi .[ : 0 ist. (Solche t existieren, weil / nach der Voraussetzung an lokalisierte
Kocrykel keinen Endpunkt mit M gemeinsam hat.) Dann hat die Funktio" i1t1g, Trd,ger
in l-d/, und Gleichung (5.15) besagt, da8 sich die Funkionen glt1s und gx nur um eine
hnktion unt€rscheiden, die in / identisch verschwindet. Bezeichnet man mit X1 die
charatteristische Funktion des Intervalles /, so sieht man aus diesen Argumenten, da3
e g li-t-** Xrgt existiert, und man iiberzeugt sich, dafi p eine glatte Funktion ist.
Multipliziert man Gleichung (5.15) mit Xr, so erhiilt man:

Xrgt+" : Xrgt + xfiU)g" : Xtgt + i1t1yintr9s. (5.16)

ln der Definition von p kann im tibrigen das Intervall / durch eine hinreichend kleine
tomgebung desselben ersetzt werden. Ist f eine solche Umgebung und f so klein, da3
f anch in At/ enthalten ist (d"r ist wegen der Stetigkeit der Wirkung von PSU(I,1)
auf 5r m6glich), so folgt aus Gleichung (5.16) fiir hinreichend gro$e s,

p: 9t + d(t\p bzw. 9t = p - d(ilp ftir kleine t.

67

(5.17)

Man sieht also, dafi die Funktioren p1 in einer kleinen Umgebung von f : 0 durch die
(i" /) lokalisierte Eins-Form bestimmt sind. Die Kozykelbedingung (b.lb) bestimmt
die Funktionen g dann aber fiir alle t € IR eindeutig. Wie oben bereits bemerkt,
gilt-ffir alle /: I **,"gt - 0, so dafl eindentig bestimmte Funktionen fr existieren mit
tiltrl - t6rp(i). Die Phasen 01 ergeben sich wie in der vorhergehenden Proposition

eindeutig aus der Kozykelrelation, was die Behauptung beweist.

Die Propositionen zeigen, dafi die Einschrdnkung eines lokalisierten und kovarian-
ten Automorphismus auf die Algebra des oberen Halbkreises vollstd,ndig durch einen
lokalisierten Connes-Kozykel u1-jestimmt ist. Es bleibt zu diskutieren,lnwiefern die
Einschrd,nkung eines solchen Automorphismus auf die Algebra ,4a( M) in kanonischer
Weise einen Sektor des Net zes (bzw. der universellen Algebra) bestimmt, und wie man
diesen wiederum durch den Kozykel in A6(M) charakterisieren kann. Eine unter sehr
allgemeinen technischen Voraussetzungen an das Netz giiltige Antwort auf die zweite
Frage konnte in [WtnsBRocK 93] gegeben werden. Die Quintessenz, angewandt auf
unser Modell, ist, da$ u1 auf jeder lokalen Algebra "ao(/) mit f C M einen Automor-
phismus definiert, durch jo(W(f)) = limr.-,* ur(p)W(f)"r(p)..M.n zeigt noch, dafi
die so definierten Automorphismen lokal kovariant unter den modularen Gruppen von
(.&(/)'r) (/ c M) sind. Damit die modularen Gruppen dieser Algebren erzeugen
die Vakuumdarstellung von P,Su(lr1)-kann man einen kovarianten Automorphismus
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des gesamten Netzes durch kovariante Fortsetzung der Einschri,nkung des Automor-
phismus auf eine (beliebige) lokale Unteralgebra Ao(I) (J c M) definieren. Die tech-
nischen Details dieser Vorgehensweise sind-in lWreienocK g1i zufinden. Ich werde
sie deshalb hier nicht fiir unser Modell dernonstrieren. Stattdessen m6chte ich hier
nur skizzieren, wie die Kozykel der lokalisierten Automorphismen lp zu einer projek-
tiaen Darstellung 0, der Mobiusgrupp e PSU(I,1) in ?to fiihren [Srnszx r1wtcz g4].
Dazu bemerkt man als erstes, dafi die modularen Gruppen der iokalen Algebren die
Darstellung [/ der Mobiusgruppe im Vakuurnhilbertraum erzeugen (Theor"* b.1.1 (ii)
und die nachfolgende Bemerkung (ii)). Berechnet man, vollkommen analog zur Vor-
gehensweise beim Beweis von Proposition 5.2.3 den Connes-Kozykel zu einer Algebra
Ao(I), /c^91, so Fieht man dafi dieser bis auf eine unwesentliche Phase durch W"yl-
Operatoten W(ffi) gegeben ist. Hierbei ist / ,- gilt) die Einparameteruntergruppe
von P^9U(L,,1), die die Endpunkte von ^I festli8t (eindeutig) und ffi ist eine Stamm-
funktion von i[fr(sr(t))(p) - pl. Mit der eben gemachten Bem"rkm/sieht man leicht
ein, da$ die Operatoren:

v(g(t)) - oogfQ,)))Af, /c^el

(A1 ist der modulare Operator des Paares (1.(/), O)) tatsichlich eine projektive Dar-
stellung g + V(g) erzeugen und der Automorphismus 7, kovariant ist: /

t rV b) AU*(g)) : V (g)t o(A)V. (g), A e,4o(I), .rc^9r.

5.3 Lokalisierte Kozykel und
Iokale Erweiterungen

Ich will in diesem Abschnitt zeigen, wie man die Superauswahlstruktur lokaler Erweite-
rungen der Stromalgebr a Il mit Hilfe lokalisierter kozykel diskutieren kann. Zuni,chst
werde ich eine ftir das weitere wichtige Formel beweisen:

Lemma 5.3.1: Es seien h und p2 in M lokalisierteEins-Formen. Z sei die
schiefsymmetrische Form (3.8) (mit dem Schnitt des Logarithmus in der
unteren Halbebene, ( e M.).Dann gilt:

-i prlDrl : T (pr, dU) pr) - T (pr, pz). (5.18)

Beweis: Aus der Bilinearitd,t von T un{ der Definition von 61p folgt itir die rechte
Seite von (5.18):

T (pr, d(t) pr) - T (p,,, pz) : T (pr, 6rpz) .

Mit der Definition von T, Gleichung (3.S) und der Definition (B.T) folgt, wenn man
den Schnitt der Logarithmusfunktion in der unteren Halbebene'nimmt (e € M"):

T(pr,i(t)pr) - T(pr, pz) - T(pr,1tpz)

: -A(n,6;- l#r"r,6tpzl lna(z)

= - lho,o,,6il+ I#,lr*,,6)

!

I'

ti-

li*,,,
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f dz /.\
J u;(or,6rlr) lns(z)

= -iprlfrirl.
fficrbei habe ich in der letzten Gleichung eine partielle Integration durchgefiihrt, was
fiprccLtfertigt ist' weil ( im unteren Halbkreis liegt, der Triiger von 61p2 jedoch im
obcr€n Halbkreis. fl

trch m6chte eirfle erste Konsequenz aus dieser Formel ableiten.

Ploposition 5.3.2: Es sei p eine in / C M lokalisierte Eins_Form mit
[*o ---a. Es sei ut(p) ein iokalisierter Kozykel wie in Gleichung (b.13).
Dann gilt:

., 9,tg furb)u-r(p)ur(p)-u-r(p)*) : ,

Beseis: Mit Hilfe der Formel (5.13) und den Weylrelationen rechnet
Glcichung nach.

u r(p)u -t( p)"r(p)* u -4 p)* : 
"i(6 

-, rXfit

Benutzt man wieder die Definition von 61p, so sieht man, weil i(-t)pTrd,ger in ltntlh.X3 ffrr gro8e t Lotlnsupp(fr):0 ist, das die Phase auf der rechten Seitegleich

'-;tsxel 
ist. Nun ist i_(t)p in A-"1(/) lokalisiert, und das ist, wiederum fiir geniigend

g'offe r, disjunkt zu /. Mit 3-"t rormel (3.9) und dem Lemma (Gleichung lits;irr.t.en also ffir gro8e t: -iplfil - T(p,i(t)p): --ir(o,o), und die Behauptung folgt.tr

- Die lnterpretation der Formelin dieser Proposition ist, dafi e, der Statistik-Operator
des lokalisierten Automorphismus 7, ist. Ftr trofie f hat man n6mlich;;;il;'.; lgen
Diskussionen:

u t ( p) u _ r ( p) u, ( p)- u _, ( p)* : j p (u -, ( p)) u _, ( p)- .

u-1(p) ist aber, wie oben bemerkt, ein Ladungstransporter, der die Ladung. von 7pans dem lntervall / in das Intervall tr-otl transportieri. Nach allgemeinen Resultaten
der Theorie der Superauswahlsektoren ist dantr e, tatsichlich Je, Statistikoperator
{DHR 71J (siehe auch [wlnsnRocK 93J). Man bemerkt auch, dafi diese proposition
konsistent mit den Vertauschungsrelationen der geladenen Feldoperitoren (8.11) ist.

Bevor ich die Superauswahlstruktur lokaler Erweiterungen der Stromalgebr a l/ mit
Hilfe lokalisierter Kozykel diskutiere, mochte ich noch zeigen,wie man die modularen
Gruppen lokaler Erweiterungen berechnen kann. Sei dazu p wieder eine lokalisierte
Eins-Form, und die Feldoperato rcn {:f und ,/, seien wie im zweiten Kapitel definiert
(siehe Formel (3:19-' (3.17))- Man tiberzeugt sich dann mit Hilfe der dort angegebenen
Gleichungen und Gleichung (b.l3), da8 ,.g. gilt:

Odu)o : 6'u'(P)'

Damit beweist man die folgende proposition.

(5.1e)

man folgende

(5.20)
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Proposition 5.3.3: Es sei ^0 ein integrales, gerades Gitter in I/. Es seiI *> Fr,(I) eine lokale Brweiterung der Stromalgebr a U, wie im dritten
Kapitel diskutiert. c..rs sei der vakuumzustand, ,o(.) _ (CI; .o), o € ?to C
?{n. Dann ist die wirkung der der modulare Gr"pp" uoo (,4r(u),ro) u,ri
den Erzeugenden von fr(M) gegeben durch:

o'(dr) - 6ego: dour(p). (5.21)

Beweis: Um die Behauptupg zu beweisen, seien p und p zwei in M lokalisierte Eins-
Formen. Es ist zu zeigen, da8 die Funktion .p:

, F(t):uo(60"r(ildil, f €R (5.22)

die KMS-Bedingung erfiillt. Wegen ,o(6) = 0, falls I f#tp # 0, ist es keine Ein_
schri,nkutrg, wenn die Ladungen der Felder dpr und,/r, gld;il sind: t *p, = { ifrp, e
.t. Es ergibt sich

r(t) - es (do,u,to)d;,) - ee (6r, (u,1pr)6i,dr,) d;,) .

-Nl" ist u1 (,pt)!;r!pr- w€B€n der Gleichheit der Ladungen ein Elemen t in n,.,(U) und
lokalisiert in M. Es folgt, mit Ad( do) = lir,

F(t) - u)s o tit ("rbr)O;,d0,) .

Dann sagt aber das Theorern von Connes riber unitir e Kazykel, da3 die Funktion F
eine analytische Fortsetzung in den Streifen ,S besitzt mit:

F(t + i) : ,o(di,do,ur(pt)) : ,o (d;,,0^ur(pr)) .

Das ist aber gerade die KMS-Bedingung ftir den
Behauptung ist bewiesen.

Zustand os auf. Fp(M), und die
D

Dieses Resultat ist nattirlich bekannt [WassERMANN 8gJ[Fno/Gen g2].
Ich mdchte nun diskutieren, wie man die Superauswahlstruktur einer lokalen Erwei-

terung der Stromalgebra an den lokalisierten Kozykeln wiedererkennt. Dazu bestimme
ich den allgemeinsten, in / C M lokalisierten Kozykel der lokalen Erweiterung fr"(M)
von U(M).

Proposition 8.8.4: Es sei ur(p) wie in (b.lg) ein in I c M lokalisierter
Kozykel von rs(u(M)). Dann ist oilur(p)) ein in I c M lokalisierter
Kozykel vjn Fn(M) genau"dann, wenn { f*p e L* ist. Zwei solche Kozykel
mit Eins-Formen h und p2 sind d,quivaletti, *uoo t *frpr- f *pz € list.

Beweis: Ich unterdriicke im folgenden die Darstellung zr1, und schreibe ur(p) statt
rn(ut(p)). Ich habe zun6,chst zuzeigen, da8 ur(p) die Bedingung.r, (Definition 5.2.3 (i)-
(iii)) an einen lokalisierten Kozykelgenau dann erfiillt, *u* fXi € L* ist. Als erstes
bemerkt man, da8 die Bedingungen (i) und (ii) trivialerweis" 

"riiillt 
sind: Die Kozykel-

Bedingung (i) folgt aus der vorangehenden Diskussion der modularen Grupper von
fr(M); die Lokalisierungsbedingung fordert, da8 der Triger von pin I C Miiegt. Die
Bedingung (iii) stellt nun eine weitere, nichttriviale Bedingung an p.Sei p so, JaS fur
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po8e t q(p)u-r(p)- e fn(I)' ist. Insbesondere mu8 fiir eine in / lokalisierte Eins-Form
F. mit I *p € tr gelten:

ur(p)u-,(p).6a = 6aut(p)u-4il- .

Man berechnet:

ur(p) u-r(dda - 6|,6aut(O)- u-r(p)da
: dat o(ut(p)- u_4p))

/ - e-iptfrl+;atCol6aur(p)*u_,(p j.

Ilen Phasenfaktor in der letzten Zeilekann man nun wieder mit den Gleichungen (5.18)
und (3.9) berechnen. Es ist:

-i1lfrl + iF,[Cp] = rG,J(t)p) - rGeilp, p). (5.23)

Fflr grofr- t sind die Triiger der in den Termen auf der rechten Seite auftauchenden
lokalisierten Eins-Formen disjunkt. Mit der Formel supp(a(t)p): A-a.rsupp(p) sieht
rnan, da8 man von supp(pr) startend in der mathematisch positiven Richtung nach

*pp(i({pz) gelangt, ohne den Punkt ( e M" zu durchlaufen. Lemma 3.L.2 in Kapitel
3 rcig!,, da8 der erste Term der rechten Seite einen Beitrag -ir(a,d) liefert. Analog
sieht man, da8 der zweite Term denselben Beitrag liefert, weil die Lokalisierungsge-
biete vertauscht sind. Es folgt also, da8 der, gesuchte Phasenfaktor gleich 

"-2ri(a'&'list. Wenn dieser Phasenfaktor aber ftir alle c € ^L wie verlangt eins sein soll, dann
nu8 & in dem dualen Gitter .[* liegen. Damit ist die erste Aussage der Proposition

t@eigt.Um zu zeigen, da8 lokalisierte Kozykel, deren Ladungen in derselben Aquiva-
lenzklasse in L- I L liegen, d,quivalent (als Kozykel) sind, reicht es zu zeigen, dafi ftir
I *p € L, ut(p) gilt: ut(p) : u:ot(u), fur ein u e Ar'(M). Dies folgt aber aus (5.21).Er

7t
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Kapitel 6

Casimir-Felder in der algebraischen
AFT

Im dritten Kapitel wurde gezeigt, wie man lokale Erweiterungen durch integrale, gera-
de Gitter charakterisieren kann. Es stellte sich heraus, da$ in der--Vakuumdarstellung
dieser Erweiterung, die zu .L duale Gruppe VlL. in einer kanonischen Weise operiert.
Das Zentrum der universellen Algebra ft" ist isomorph zur Gruppenalgebra der endli-
chen, abelschen Gruppe L* lL und wirkt in dieser Darstellung trivial. Man erhd,lt also
auch in kanonischer Weise eine Darstellung der kompakten Gruppe f = VlL. Diese
Wirkung ist lokal, d.h. sie li,St die lokalen Algebrenr fp(I)" invariant. Die lokalen,
unter dieser Wirkung invarianten Unteralgebren, F{,(I) c fr,(I)" sind gegeben durch
r1,(U(I))", wobei ,rr, die Einschrinkung der Vakuumdarstellung auf die Stromalgebra
ist.

Unter diesen Erweiterungen gibt es solche, in denen eine projektive Darstellung
einer Loopgruppe operiert. Genauer gesagt sind dies diejenigen Erweiterungen, in de-
nen das Gitter I, Wurzelgitter (bzw. Kowurzelgitter) der einfach zusammenhfi,ngen-
den Lie-Gruppe vom Typ A, D oder E ist. Die lokalen Algebren fn(I) konnten mit
den von Neumann-Algebren identifiziert werden, die von Loops in G erzeugt wer-
den, welche au8erhalb des Intervalles / gleich der Identitet sind. In diesem Fall ist ?
ein maximaler Torus von G, der durch die Darstellung der konstanten Loops wirkt.
Tatsichlich operiert dann die gesamte kompakte Lie-Gruppe G in der Vakuumdarstel-
lung, und auch diese Wirkung ist lokal. Aus der Inklusion T C G und der Gleichheit
F{,(I) - rr,(l/(/))" erh6,lt man fiir die Algebren der unter G invarianten Operatoren:

ftrl c n1(u(r))" (6.1)

Ziel wird es sein, diese Algebren der G-invarianten lokalen Operatoren genauer zu
beschreiben. Ich werde zeigen, daB diese Algebren von Casimir-Feldern, wie sie in
[Bat/Bou/ScH/Sun 88J 'eingefiihrt wurden, erzeugt werden. Betrachtet man das
Netz ft als "Feldalgebra" iiber der uObservablenalgebra" ff , so zeigt dieses Re-
sultat, da8 die Observablenalgebra von lokalen Feldern erzeugt *ita. Somit konnen in
diesen Modellen Fragen beantwortet wepden, wie sie bereits in den sechziger Jahren
diskutiert wurden [LaN/ScHn 67]. Die Methoden, die hier benutzt werden, sind je-
doch vollkommen verschieden. Sie sind die gleichen, die auch von Rehren [RnHREN 94]

llch identifiziere die lokalen Algebren f /I) mit ihrer Vakuumdarstellung.

i

i

i
i

h,,,
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benutzt wurden, uffi zu zeigen,'da8 die Invarianten der von Su(z)-Str6men erzeugten
Feldalgebra unter der Wirkung von SUQ) als Eichgruppe (1. Art), vom Srg.*uru-
Energie-Impuls-Tensor erzeugt werden. Tatsdchlich kann man die hier erzielten Er-
gebnisse als natiirliche Verallgemeinerung dieser Arbeit ansehen.

Dieses Kapitel ist wie folgt gegliede.t. (.n beginne mit einigen notwendigen priili-
minarien aus der Theorie einfacher, kompakter Lie-Algebren] Danach werde ich in
einem Exkurs das normalgeordnete Produkt lokaler Felde, einfiihren. Die Casimir-
Felder werden als norrrtalgeordnete Polynome in den Stromfeldern definiert. Ich zitierc
dann ein Theorem von Thierry-Mieg [THleRRy-MrBc 8sJ, welches die Casimir-Felder
als normalgeordnete Polynome der Siromfelder im Fock-Raum ausdriickt. Man kann
dieses Theorem als eine "Koordinatisierung" der Inklusion (0.1) ansehen. Mit diesem
Ergebnis folgt dann, da3 die.Casimir-Felder tatsd,chlich lokai. Atg"Uren erzeugen und
ich werde andeuten, wie man dieses Resultat erhalten kann. Mit Hilfe eines Theorems
von Takesaki, der Reeh-Schlieder-Eigenschaft ftlr dieses lokale Netz auf Sr und einem
elementaren kombinatorischen Lemma, das,'rn Analogie zu [Sncnr, 81, prop. (6.g)]
bewiesen wird, zeige ich im darauffolgenden Abschnitt, da8 dieses Netz wirklich das
gesarnte invariante Unternetz von ft, ist. Mit einigen Folgerungen und Anmerkungen
werde ich das Kapitel beschlie$en. 

v e e--- ----

Prriliminarien o,us d,er Theorie der Lie Algebren (Ftir die Details verweise ich
auf die Lehrbticher [HuMPHREYs 72] und [CnnrER ZzJ). Es sei G eine Lie-Gruppe
mit Lie-Algebra g. Ich wiihle ein ftir allemal eine maximal abelsche Urrturutg"Urul, C s (Cartan-Unteralgebra). Der Dualraum (Raum aller Linearformen) .,ror i sei
rt*.Die Wurzeln a € b* sind die Gewichte der adjungierten Darstellung von G. Es
sei n g dim(fr) : rkg, der Rang von g und e.1r...ren einfache Wurzeln von g. Das
innere Produkt auf 6 bezeichne ich, abweichend von der Standard-Nomenklatur, aber
konsistent mit der Notation in Kapitel 3, durch (.,.). Ich mache fiir das weitere die
Annahme, da8 alle wurueIn gleiche L6nge haben,'('ai,a;): 2, so da8 G vom TypA-D-E ist. Eine Wurzel hei8t positiv: o F 0, wenn e : D,; k;o;, wobei die k; nichtne-
gative ganze Zahlen sind und mindestens ein ,bi I 0 ist. fri 

" eine positive Wurzel, so
definiere ich hta E D k;.

In Anlehnung an Kapitel 3 bezeichne ich das Wurzelgitter mit .[, das duale Gitter,
welches von den fundamentalen Gewichten erzeugt wird mit .t*. Der Weyl-Vektor ist
definiert als p: *Do>o d e L*- Das Skalarproduft von p mit den einfachen Wurzeln
ist (o;,p) : 1. Mit der Basis .\; von Z* (()r,oi) : 6i) ist p : D;,\;. Ich betrachte
im folgenden hiiufig eine orthonormale Basis uor's beziglich der Grt..r-Killing-Form
auf g- Die Basisvektoren bezeichne ich dann mit .I", (o - 1,..., dim(G)). I.h"w6hle
diese Basis weiterhin so, da8'die ersten n Basiselemente: .It, (* : l'r'...,fl), eine
orthonormale Basis von f bilden.

Es sei at(g) die universell Eitrhiillende von s. Die adjungierte Wirkung von s auf g:

' s)g ad,

adn (c) - [g, *1,

besitzt eine eindeutige Fortsetzung als Derivation nach q(g). Es sei Z Cg(g) die unter
dieser Wirkung von g invariante Unteralgebra von tl(g). Die Elemente von Z hei1en
Casimir'Operatoren. Bs ist bekannt, da8 

-Z 
d,as Zentrul von tl(g) ist.
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Obwohl es die Casimir-Operatoren sind, die in den Anwendungen auftreten, ist
es manchmal niitzlich mit invarianten Polynomen auf der Lie-Ablbr a zu rechnen.
Sei dazu fr der Dualraum von g, d.h., der Raum der linearen Funktionen auf g. Die
Lie-Algebra s besitzt in natiirlicher Weise eineDarstellung iI auf Q:

fr,f fu) : f (-f', yl).

Es sei P(s) gl StAl, die Polynomalgebra iiber g, das ist die symmetrische Tensoralgebra
iiber 0. Die Darstellung ;e l6,Bt sich eindeutig als Derivation auf P(s) fortsetz"rr. B,
sei Pc(g) die unter 

^1-ryoetiante 
Unteralg*brr von p(s).

Theorem 6.0.1: (a) p6(g) wird von endlich vielen homogenen Polynomen
erzeugt.

(b) Es gibt einen, den Grad erhaltenden Vektorraumisomorphi3mus zwi-
schen Pc(s) und Z.

Der Grad in Z ist hierbei der Grad ul, El")ent der universell Einhiillenden U(s).
Beweise dieser Aussagen lassen sich in [HuvrpHREys Z2J finden.

Der in (U erwfi,hnte Isomorphismus li8t sich explizit angeben. Es sei ftir c =
D*oI" e g, C ein invariantes Polynom auf g:

0 -tor-.or&or ..tat)

dann ist d - tot...orlo' ' ' ' Iox ein Element in Z. (Hier und im folgenden nehme ich
an, dafi die Tensoren tor...or vollstindig symmetrisch und spurfrei sind; iiber doppelt
auftretende Lie-Algebrenindizes wird summiert.)

SchrS,nkt man ein unter der Wirkung von G invariantes Polynom 0 auf g, auf den
Unterraum f, C g ein, so erh6,lt man ein unter der Weyl-Gruppe W von G invariantespolynomCauft7: 

,9gelr,
Es gilt das folgende fundamentale Resultat (siehe [HurvrenRnys TzD.

Theorem 6.0.2: Die Einschrinkungsabbildung 0 H c, definiert einen
graderhaltenden Isomorphismus zwischen der Algebra der ly-invarianten I
Polynome auf I und der Algebra der G-invarianten Polynome auf g.

Die Algebra der lZ-invarianten Polynome auf.6 erfiillt eine Reihe von Eigenschaften, d.ie
ich als Theorem zusammenfasse. De3 Beweis dieser Aussagen ist z.B. in lCnntER Z2]
nachzulesen.

Theorem 6.0.3t (u) Die Algebla der W-invarianten Polynome auf b wird
von n (n - rkg: dimll) algebraisch unabhnngigen Polynomen Ctr...,Cn
erzeugt. (-

(b) Die Matrix

a;i(xrr...,r^)H 
ffiOr. 

/r + ... + xn. In)

j
j

I

i^
i:-r
lilI,,,'
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ist invertierbar innerhalb der fundamentalen Weyl-Kammer. Bezeichnet
also c den Vektor mit Kqmponenter or,...,o2, so ist die obige Matrix
invertierbar, falls (r,o,) >41 (Vi - 1,...,n).

(c) Es sei fiir k = I,..., n, d* der Grad von Ck. Die ZahIen 
"o 

I d* - L

hei8en Erponenteit, det Lie-Algebra g. Seien die Zahlen ,b; definiert als die
Anzahl der positiven Wurzeln o, mit hta - i. Dann ist: n - k1 2 kz > . . .,

l''d die ei erfiilleni a; : #{j le, 2 i}.

Ich b€"€ichne im fgl{enden die Koeffizienten der Cfr (in der oben angegebenen Basis)

*it {r...,0., die der d*, *it tt-.oax. Es ist also

Cr(rr. /l + . . . + *n . 1".) - *r...iarti, - ., xiar und eo : 
-tt...ad*Iot 

- - - Iodx

Teil (c) des Theorems liifit sich auch so formulieren: Die h bilden eine Partition von n
in nichtnegative ganze Zahlen und die e; entsprechen der dualen Partition. Als Korollar
aus dieser Bemerkung erhi,lt man folghde kombinatorische Formel:

IItr - nte,oty: II(l - q,)0,- II IItr - q\. (6.2)
aF0 i-l fr-r

k€2,

6.1- Normalgeordnete Produkte, Casimir-Felder
und lokale Algebren

ln d.iesem Abschnitt werde ich normalgeordnete Produkte lokaler Felder definieren
und die Casimir-Felder einffihren. Ich halte rnich dabei sehr kurz und verweise fiir
weitere Details auf die Literatur, z.B. [FST 89, Bou/ScH 93, BFKNRV 91]. Es sei

?l Va"kuumhilbertraum einer chiralen konformen Quantenfeldtheorie auf dem Kreis, O
der Vakuumvektor. Die Darstellung der Mobiusgruppe PSU(1,1) wird erzeugt durch
die (unbeschrd,nkten) Operatoren tr;, i : 0, *1, mit:

lL^, L^l : (n -,m)Ln+,n n * m, n jrn: 0, *1. (6.3)

Es seien A(t) und B(t) lokale Felder, mit konformen Dimensionen da und ds. Die
Fourier-Zerlegung der Felder ist gegeben durch:

A(r): t A-1,2k-d^, B(r)- I B-1,sk-d"
kel

(6.4)

(6.5)

Es sei C(r) : D*ezC-psk-4,c.-ds das Feld mit Fourier-Komponenten:

co-lzAr'n-'Iz, mit iApBli: 
{ *,I: i;_l:

Dann heiBt C (r) das normalgeord,nete oder Wick-geord,nete Produkt der Felder A

und B, Notation: tABz(z) tr CQ). Ich mdchte als erstes einfache Eigenschaften des

normalgeordneten Produktes erwd,hnen [Bou/ScH 93, BFKNRV 9lJ. Gilt ftir die
Fourier-Moden von A und B: AnQ _ 0 = B*Q, ftir n
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gilt :48!,"fl : 0, frir n
ist seine konforme Dimension: dU : de * d,n. Es bleibt die Frage, inwiefern dasnormalgeordnete Produkt li: l"Pt struktur erhalt [FST gg]. D; bemerkt rnan,
dafi der Kommutator der Feld er Aulra g aus eine, 

"odu.hen 
Summe von Ableitungen

der Deltafunktionen gegefen ist.

n

[A("r), B(r)l: E 6r(r, - ,r)On(rr),
lc=O

(6.6)

(6.7)

mit lokalen2 Feldern Qk; k =
tungsoperatoren A{z) als:
so hat die Distiibution:

1,..., n. Definiert man nun die Erzeugungs- und vernich-
A-(r) : Dr>_ an A1,z-(ft+de) und A*(r) : ek) _ A+(r),

t-,/\

lc=o \zt - zz)

einen endlichen Grenzwert fiir z2 + 21. Mit den formalen Rechenregeln ftir die Fourier-
Moden lokaler Felder rechnet man nach, da8 die Gleichheit:

(6.8)

A*(rr)B(rr) * B(22)A-(rr) _ A(z)B(rr) - lA_(rr), B(rr)l

A(")B('r)-Iffii (- r)& (ft _ 2I 
o* Q,)

tABz(z) = ,,lilg ,(A+(zr)B(rr) * B(22)A-(rr))

ldirnG \'

(n e,"0) C r7(r),,

gilt' Mit der Formel (6.7), sieht man, da8 sich das normalgeordnete produkt tABt,
durch lokale Felder approximieren le8t. Schliefilich definiert man das norrnalgeordnete
Produkt \,on dre? oder mehr Feldern sukzessive von rechts nach links, z.B:

?ABC?g rA 08r/:)?.

Es sei nun wieder Hn der Vakuumhilbertraum der lokalen Erweiterung fp von l,lund L Wurzelgitter einer Lie-Algebra g. Wie bereits in Kapitel i g;r"igt, erh6,lt man
durch die "Blip"- oder Vertexoperator-Konstruktion Rlder Jr(r)i o = 1,...,dim(s),
die den Vertauschungsrelationen der affinen Lie-Algebra g gentigen:

[J"(rt), Ju(rr)] : iftbJ"(z)6(21 - ,r) - ks"b6,(zr - zz).

(6.e)

(6. 1o)

(6. 11)

(Mit k-1') Bezeichne ich mit Do wieder den dichten Unterraum von Tlr, den man
erh61t, wenn man Polynome in den Feldern J" auf das Vakuum anwendet und mitPr(I) die schwachen Kommutanten dieser Felder (siehe Definition.(2.21)), so gilt
(siehe den Schlu8 von Kapitel 3):

und analog:

c r1(u(I))"(n e'r')
,Dichlicheinezusd,tzlicheAnnahme,dieindenspdterinteres-

sierenden Fdllen aber zutrifit-

.d

,
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Ilrbd ist die Basis der Lie-Algebra s wieder so gewlihlt, daB die Feld er Ji , ,i :
f----"n die Darstellung 7rs, der Stromalgebra erzeugen: Ist wieder Ik, k - 1,.. ., n die
ffirinkung der Basis /" aufdi Cartan-Unteralgebra I und / eine reelle Testfunk-

rn'ir * sei: 
7t, (w$. /*)) -- "irk1y1, 

rc- 1, .. .,n.

{*Sc Kapitel (4.2.1).) Die Fourier-Moden der Stromfelder J"(r) bezeichne ich mit jft,
m€ 7,a - 1,...dim(g):

jh-: l#to(,),^
Die Wirknog der globalen Eichgruppe G in ?tr,, wird erzeugt durch die Wirkung

dcr LiFAlgebrenelemente Q" I j3,

Q"tt - o, [Q", tu(t)] - ifib J"(r).

Insbesondere gilt also:

[Q",Q'] : if:'Q"-
F,s seien, wie oben definiert,tfr...ro* rod ilr...oax die Koeffizienten der Polynome Ce auf

I und C* auf g. Die Casimir-Felder sind dann:

frk) E tr.'"or?Jot . . . J"or?(z) und wr(r)9 tf, ...;or?Ji, . . . Jiorz("). (6.12)

Iler Unterschied in den Definitionen uon frk und 17& besteht darin, dafi die (implizi-
te) Summatign im ersten Fall riber eine Basis der gesamten Lie-Algebra g auszufiihren
istn w6,hrend bei den FeldernWk die Summation nur iiber die Basis von I C g liuft.
w*ihrend die Fe dnrch die Stromfelder in Fr, ausgedriickt werden, sind di,e W7 gege-
b€n als Ausdrticke in den Stromfeldern in 

"r,(U).Man 
iiberzeugt sich leicht, daB die

Felder fre unter der Wirkung von g invariant sind:

lQ",frr@)l- o, a: !,. . ., dim(G) , k : !,. ..,fr.

77

(6.13)

Mit der Inklusiott (6.1) ist es also naheliegend, dafi die Felder fro d,rrch die Stromfelder
J',i - 1, ...,n alleineausgedriickt werden konnen. Dafl dies so ist, besagt das folgend.e
Theorem:

Theorem 6.1.1: ([THmnRy-MrEc ss]) (u) Bs g&r Zahlen cp (t 0),
k - 1,...,r?, so aug fre - c1,Wo, d.h.,-die Feld"r-frr und Wr sind pro-
portional zueinander.
(b) Die Felder I,Fe sind quasiprimiir, d.h. sie sind kovariant unter d.er Dar-
stellung tJ der Mobiusgruppe auf ?tr", formal:

U(dWr(r)U-(g) : f#lrrwo(g-r r) fiir s e pSU(1,1).

)

Bemerkungen: (i) Aus (a) folgt insbesondere, da8 die Felder l4le invariant unter
der Wirkung der globalen Eichgruppe G sind. Der Beweis dieser Tatsache benutzt die
Definition des normalgeordneten Produktes durch die Fourier-Moden. Die Felder 17&
sind aber normalgeordnete Produkte der freien Felder Ji(z): Dies kann man benutzen
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um zu zeigen, da8 die Felder Wu And damit auch fr\ lokale Algebren definieren.
(ii) Tatsi,chlich sin-d die Feld ", fr* und Wk fitr k > Z sogar pri*ar, d.h. sie sind
kovariant unter der durch den Energie-Impuls-Tensor induzierten Darstellung der Dif-
feomorphismen von ^9r. Diese Tatsache wird im folgenden jedoch nicht benOiigt.
(iii) Fiir den Fall k : 1 ist Teil (a) dieses Theorems bekannt und besagt, dafl der
Energie-Impuls-Tensor der Level-l Darstellung der affinen Lie-Algebra g alleine durch
die Str6me in der Cartan-Unteralgebra ausgedrtickt werden kann: Die Inklusion d.er
abelschen Strornalgebra, in der gesamten Stromalgebra (3.36) ist eine sogenannte kon-
forme Inklusion. (Dies wurde natiirlich bei den Auswahlregeln ftir lokale Erweiterungen
gerade sichergestellt. )

Lokale Algebren durch Casimir-Felder.Ich werde nun skizzieren, wie man zeigt, da3
die Casimir-Felder ein lokales Netz von von Neumann-Algebren definieren. Aufgrund
der Tatsache, da$ sich die Casimir-Felder als normalgeordnete Produkte in freien Fel-
dern ausdriicken lassen, ist dies nicht sehr verwunderlich (siehe z.B.: [Bon/Yrvc agJ).

Es sei B(I) die Algebra:

B(/) E kl Pw.(/))

Ich zeige, daB die Zuordnung I ,-> B(I) ein lokales Netz von von Neumann Algebren auf
Sl, mit allen gewiinschten Eigenschaften (insbesondere der Kovarianz) defrniert. Aus
der Definition (6.L4) folgt unmittelbar, dafl die Mengen B(I) tatsdchlictrvon Neumann-
Algebren sind. DEr niichste Schritt besteht darin iu zeigen, da8 die Loka[tat erfullt
ist, d.h. dafi folgende Inklusion gilt:

B(I) c B(1")' V/c,Sr

Wie bereits in Kapi tel 2 erwi,hnt, ist es i. a. schwierig diese Lokalitatsbedingung zu
tiberprtifen. Hier wird es ntitzlich sein, dafi sich die Casimir-Felder durch Polynome in
den Stromfeldern Ji approxirnieren lassen.

Zund,chst stelle ich fest, da8 fiir /C^91 und k - 1,... ,tu : ! Pyrx(I) tatsiichlich
eine Algebra ist. Das folgt daraus, dafi die Stromfelder J& lineare Energie-Abschel-
zungen erftillen [BucH/ScH-M 90], die Felder 147rc als normalgeordnete Polynome
dann polynomiale Energie-Abschitzungen erfiillen. Als n6,chstes zeigt man, dafi die
Inklusion:

B(I) C I:L(U(I))", /c,Sl

(6.14)

(6.15)

gilt- Um dies zu zeigen, bemerke ich als erstes, da8 man die Casimir-Felder als nor-
malgeordnete Produkte der Stromfelder beliebig genau durch Polynome in den ver-
schmierten Stromfeldern approximieren kann: Genauer: Bezeichnet man fiir jedes In-
tervall /c.9r, mit Po(/) die Algebra der Polynome in den Feldern J", verschmiert
mit Testfunktionen, deren Trf,,ger in / liegt, dann ist P6(/)Do.c Do. Ist weiterhin /.
eine e-Umgebung des Intervalles f, welche .I enthiilt und mit ihm keinen Endpunkt
gemeinsam hat, so kanh man zu jeder Testfunktion f , mit Tr6,ger in ,I eine Folge
{P,f}p, C Po(/.) finden, so da$.ftir alle rhr€Do, d ett"gilr:

JS(d, P:rh): (6,wr(f)rD, JS(d, eht,D: (6,W0(f))t,0.

n



tlr-prrgt, 6: Cn stutn-FnlDER

flr, m ftr alle i - I,. . ., n, X in Py(/.), so kommutiert X schwach mit jedem Pj.
Aho gilt-weil sich schwache Komrn-gtationsregeln auf schwache Limiten fortsetz

ffir e. rF € 2s, supp(/) C I:

79

(X 6,wr (f )rt ) = ((u/e f O, x- ,h) ,

rd es folgt: 
n rL

x€ )Ptr(r.)c )e*-1t1. (6.16)
k=l lc=l

Da die Pw*(/) von Neumann-Algebren sind, folgt: B(I)' - (flPw* (/))" - ffPw- (/).
Zruammen mit Gleichung (6.16) und der Charakterisierung (6.11), folgt fiir alle e ) 0:

*{U(1,))' c B(I)' , und man erh6,lt:

B(I)c n r7(t/(1,))": n{t/(I))".
e)0

Die Tatsache, dafi / e B(I) ein lolcales Netz definiert, ist nun ein einfaches Korollar
ens Gleichung (6.15) und der Lokalitit des Netzes I t-> U(I):

B(I) C rp(I/ (/))" c r7(U(1"))' c B(/")'.

tr

Die Casimir-Felder definieren somit ein lokales Netz von von Neumann-Algebren: I t+
B(I). Die fibrigen Eigenschaften fiir ein chirales, konformes Netz auf ,51 sind ebenfalls

erfrllt. Es gilt: r

(1) Das Netz I r+ B(I),,ist kovariant unter der Darstellung U der Mobius-

guppe auf ?'(,r": U(s)B(I)U.(s) - B(s/), ftir s e PSU(L,1). Diese Eigen-

schaft folgt aus der Tatsache, dafi die Feld er Wk quasiprimdr sind (Theorem

6.1.1(b)).

(2) G-Invarianz: B(I) C fr(I). Das folgt aus der g-Invarianz, (6.13), der

Felder Wk.

Da die mod.ularen Gruppen der lokalen Algebren fr,(I) durch die Wirkung von Ein-

pariuneteruntergruppen von P^9tJ(I,1) gegeben sind (siehe Theorem 5.3.3), folgt aus

(1), daB fiir jedes /C.Sl, die Algebra B(I) invariant unter der modularen Gruppe des

Paares (ft (I), @o) ist. Diese Tatsache wird im folgenden sehr wichtig sein. Desweiteren

folgt aus der Kovarianz unter PSU(I,1) die Reeh-schlieder Eigenschaft fiir das Netz

B(I) (siehe 2.8., [FnolGAB 92J).

6.2 Die eichinvarianten Operatoren

Oben wurde gezeigt (siehe Gleichung (6.13)), da3 die Casimir-Felder und damit auch

die lokalen Algebren B(I) invariant unter der globalen Eichgruppe G sind. Dies ist eine

Folge davon, da8 sie als vollstiindige Kontraktionen der Stromfelder J" mit invarianten

Tensoren der Lie-Algebra g gebildet wurden. Die Wick-Ordnung sorgte dafiir, da8
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man diese Felder als lokale Felder definieren kann. Andererseits sieht man, dafi auch
multilokole Felder der Form: -l

fr (rr1 . . ., 
"or)E Lt...oarJ"' (rr) - . . Jnor(rar) (6.17)

invariant unter der Gruppe G sind. Denkt man sich die Observablen aus der Feldal-
gebra fr durch ein Eichprinzip gegeben, sind also die Observablen die Invarianten
unter G, so erhebt sich die Frage, ob diese Algebra von den lokalen Casimir-Feldern
(6.12) alleine erzeugt wird [LnN/ScHR 6fl. Die multilokalen Felder (6.17) lassen sich
dann durch lokale Casimir-Felder approximieren. DaS dies so ist, werde ich in dem
vorliegenden Abschnitt zeigen. Die Technik, die ich dabei benutze stimmt dabei mit
der von Rehren [RnunnN 94J benutzten tiberein (siehe aber auch [WnssnRMANN 8gl).

Das Takesaki-Theorern und die Zyktizitrit des Valcuums f{ir B(I).Es soll gezeigt
werden, dafi sich die fiir jedes Intervall gultigen Inklusionen:

B(r)cfr(r)cfr.(r).
zu einer Gleichheit:

B(I)= 4U)
verschirfen lassen. Dazu benutze ich das Theorem von Takesaki:

(6.18)

Theorem 6.2.1: (Takesaki; siehe z.B. [SurvonR 84) Sei A C B eine In-
klusion von von Neumann-.&lgebren, (, ein treuer normaler Zustand auf
B. Ist A invariant unter der modularen Gruppe des Paares (B,r), und
bezeichnet (n, TlrQ) die GNS-Darstellung von (.8, c.,'), so ist genau dann
A - B, wenn r(A){l dicht in ?/ ist.

Ftir ein beliebiges Teilintervall /C,Sr sei c.rio" - (,',olr1rr, die Binschrinkung des Vaku-
umzustandes auf die Unteralgebra der G-Invarianten und (o,rr,,, ftli,.u, Qi,.',,) die GNS-
Darstellung des Paares (trQ),c*rin,). wegen ff (I) c fr,(I)'undc.,i,,; - ,,si*,rr,kann
m^n Oi,," in natrirlicher Weise mit fl, und llio" mit einem Unterrau ^ uoo-fi.i identi-
fizieren. Um das Theorem anzuwenden zeige ich, da8 zrir,,,(B(/))o dicht in t{i,,,, liegt.

Bemerkung: Anstatt das Theorem von Takesaki zu benu tzen konnte ich auch
folgenderma8en, vorgehen (siehe [RnHnnN g4J): Da I e B(I) ein lokales, kovarian-
tes Netz auf ^91 ist, erfiillt es Haag-Dualitiit im Vakuurnsektor [Fno/Gan g1l. Ist
ni""(B(I))A dicht in ?[,,", so ist Tli,,n der Vakuumsektor dieses Nelzes. Die Gleicirheit
der Algebren folgt dann aus folgender Inklusionskette:

Man iiberzeugt sich leicht,-da8 beide Vorgehensweisen aquivalent sind, d.h. sie benut-
zen dieselben Voraussetzungen.

Bezeichnet man mit fr" den'Unterraum von ?1ir..,, den man erhilt, wenn man alle
Polynome in den Casimir-Feldern Wn(f), verschmiert mit beliebigen Testfunktionen

n,
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E6 r€icht also zu zeigen, dafi
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d Triger in ^9r auf das Vakqrm anwendet, dann folgt aus der Reeh-Schlieder Eigen-
drft frr das Netz B(I),daB ii.,,(B(/))C, dicht infr," ist. fit enthd,lt aber Vektoren
th Form

W!ar+4r 
) 
Wlrnr*r;z 

) 
' ' 'W!@r*d;* )0,

mbei Hrj die n-te Fourier-Mode des f-ten Casimir-Feldes ist:

wl: l**i(,1rn+a,-,.
Vektoren der Form (6.19) einen dichten Unterraum von

X- erzeugen. \

Lernma 6.2.2: Die Vektoren (6.19) sind linear unabh6,ngig, falls die Indizes
den Bedingungen: n1 > 0, ii ) f;..1 und ii: fx.1r =* ni 2nj+r genfrgen.

Bcmerkung: Beweise dieses Lemmas-und damit fiir die Zyklizitit des Va-
hlrums unter den Fourier-Moden der Casimir-Felder-scheinen bekannt zu sein
{sifi€ [W,ttrs 90J und dort genannte Referenzen). Da dieses Lemma von zentra-
h Bedeutung ftr die Beweisftihrung ist, gebe ich einen eigenen elementaren Beweis an.

Mit diesem Lemma zeigt man die Dichtheit der Vektoren
die Gleichheit B(I) - ff (I), wie folgt:

(6.19) in ?/ion-und damit

Mit Proposition (14.3.13) in [Pne/SEG 86J folgt, da$ die Zustandssummevon tli,,.,
durch (g - e-')

Z?hn"(t) -no(s)"IItt -o@,0't1, mit zro(g)= fJf I-q*)-t,
\r.I oFO mll

gqeben ist, wobei im ersten Term das Produkt tiber alle positiven Wurzeln der Lie-
Algebra zu nehmen ist. Benutzt man diq Exponenten e; der Lie-Algebra (siehe Glei-
.hrrog (6.2)), so erhd,lt man:

zn,n"(t) : oo(q)'fl fi(r - qu).

(6.1e)

(6.20)
i=l f,-l

Iler Koeffizient votr q* in dieser Gleichung ist die Dimension von ?{.in"(*),dem Ei-
genraum des Erzeugenden der Rotationen in ttio, zum Eigenwert m. Bezeichnet ^Ls
d.iesen Erzeugenden, so folgt aus der Kovarianz der Felder I,I/e (oder ihrer Definiti-
on): l,Lo,,W^l : -*Wn . Sind die Vektoren (6.19) linear unabhingig, dann folgt aus
einem einfachen Abzihlargument, wie dg* in Kapitel 4 (unter n.rt.t richtigung von
€& : d* - 1), da8 die Dimension 

"o,t fr"(nz) mindestens so gro8 wie der Koeffizient
von g- in (6.20) ist. Es ist aber fr"@) C ?7i^"(m), so da$ ihre Dimensionen gleich
sind und-diese Vektorriiume, sind endlichdimensional-es folgt: G"@) : Ur""(*).
IIan erhilt:

, - fr - O G"@) - O ?ti^(m) : Hinu.
rn lO m)0

Der Beweis des Lemrna,s: Die lineare Unabhingigkeit der Vektore" (6.19) unter der
im Iemma angegebenen Bedingung, zeige ich mit einem Argument, das eine Verall-
gemeinerung des Argumentes in [SncAL 81, Prop. (6.3)J ftir G : SU(2) darsteltt. Es
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1ei 
.t : C[r1r ,_j?r, ._. ., j2r,j> . . .], die Polynomalgebra in den Moden j;r, & > 0, der

Stromfelder. Wie schon in Kafitel 4 erwihnt, ist ,tfl ein freier #-Modul, 
""a der Fock-

Raum ?fo ist die Vervollstiindigung von .tO in der entsprechenden Hilbertraummetrik.
Urn das Lemma zu zeigen, werde'ich folgenderma8en vorgehen: Die Operato ren Wln
sind apriori unendliche Summen von homogenen Polynomen in den ffl. In Ausdriicken
der Form (6.19) treten aufgrund der Normalordnung jedoch immer nur endlich viele
dieser Polynome auf. Unter Bertlcksichtigung der Tatsache, dafi die jL^ fiir rn Z 0
algebraisch unabhingig sind, werde ich diese Polynome sukzessi.r" ,r"r"irrfachen, bis
ich zu Polynomen komme, die sich leicht handhaben lassen.

Zuerst extrahiere ich aus den W!r* e > 0, die Terme in den Fourier-Moden des
Stromfeldes, die nur negative Frequenzen enthalten. Sei ftir Ic = L) . . . ,n und nz € N,
die Multiindexmenge l(k,rn) definiert als

I(k,*) E {(/,, ...,1d*) e (N)r-l f ,o : *}.
l:l

Die Polynome o\* (/c : 1,... ,n,m> d*) sind dann definiert durch:

a\*: . D *r.,;ori'!1r"'j:f"-.
(h,...,laxleI1tt,^1

Mit der Definition des normalgeordneten Produktes sieht man, dafi sich die Vektoren
(6.19) fiir ni ) 0 ausdrfrcken lassen als:

W!(nr+ 
3, ) 

W!@r+a,rl

In dem Operator O tauchen auch positive Frequenzen der Str6me auf. Benutzt man
fiir diese die kanonischen Vertauschungsrelationen, so sieht man, da8 sich (2 als ein
Polynom in den j!*,, n ) 0, schreiben lefit, dessen Grad echt kleiner ist als der des
Polynomes o1,r, o2nr ' ' ' o'!rr. Mit der oben erwihnten Eigenschaft, dafi die Polynome
in den iL^,, mit n ) 0, den Fock-Raum frei erueugen fo[t, da8 die Vektoren (6.1g)
unter der angegebenen linschrinkung an die Indizes lineai unabhingig sind, falis nur
die Vektoren o!@r+dir 

) 
o?(nr*orr) . o!('"r+a,,.r0 linear unabhd,ngig sirrl.-Es reicht somit

(6.21)

zu zeigen, da8 die Polynome d'-6+d;), (i - 1, ...tfrt m 2 0) algebraisch
sind. Dazu fiihre ich folgende Annahme zum Widerspruch:

Annahme: Es gebe ein 1 < k < n, und ein nz € N, so dafi die Polynome

o!-or, a\arr. . ., a!..4^, a\g1*r)r . . ., . . . raL@r+^)

algebraisch unabhiingig sind, wd,hrend oltj-*,+-; jedoch algebraisch tiber
der Polynomalgebra C[*la, oL(rr**lJ irt.

Bemerkung: Die Einschrd,nkung k < n in der Annahme ist keine Beschrinkung der
Allgemeinheit: *!(0,+rn; kann nicht algebraisch tiber der polynomalgebra

unabhingig

lh,

C[o1a,, . . ., oI(ar+--rl]
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d'il I)€Gtr ol,f,.*?."othlt die Operatoren i'-@+tt, die anderen a\i enttralten diese
roba*oren nicht. Die algebraische Abhiingigkeit .,ro* o11 dt*m).ib", '

clo1ar, . . .' *I(or*--r)J
;-ntsdert also auch da8 711*+11 algebraisch ffber

cU1, ,. . .,i{_lJ

it' Ihs ist aber nicht mtiglich.Das allgemeine Argument stellt eine Verallgemeinerung&cs Widerspruches dar.

"! 
q ...;o,i2r' ' 'i':;'i'Jw+rti!{ i'!; + dl,.,**)

0"-g,+^t * dita s*rn)t

d"

01g"+*) = I q .,;o"i!r''' j':;'

&l(0,**) : o1(r,*- y - g"-.g"*r,z).

{ Eier und im fdigenden bedeutet ein ^ iiber einem Symbol, da8 dieses Symbol nichtadtritt.)
Die Operatoren dl4"*^, sind Polynome in den Moden der Stromfelder, in denen

mr j!', mit n 1m uuiturr.fi"o. Dasselbe gilt ftir die operatoren a1la 
"+p),mitp 1m.

Ist nun, gemi8 der Annahme *ltot_*, +rn; algebraisch tiber

c[o1a,, . . . ) o\(or**)),

rc folgt aus diesen Bemerkungen, da8 auch p!tlr*r+n1 algebraisch riber

a]fllvr*m)t . - -, L'-gr*nrr, i'-r, . . ., i:^l
sein mu3.

Mit den oben eingefiihrten invarianten Funktionen C, , . , . , Cn auf g gilt nun:

d

und

a"j(xr)... )xn) : ffArl, + .. . xnln) -
d3

f "t,r=1
6;, j,

und ffrr einen Vektor (y, 1. . .,yr) ist

n

Do"t(*r,,...r,).yj:
J=l
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Dann ist aber:
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\
frr

0!Ii*r,**) : f oo*r,t(rlr,'''' i!r)jt-w*rl'
l=1

Nun ist die Matrix 4"1 inverdierbar. Wendet man das Gauss'sche Eliminationsverfah-
ren an, so sieht man, da8 aus -der algebraischen Abhiingigkeit von p1l;1-+r*rz,) folgt, dafi
ein I existiert mit: il-1*+ry algebraisch tiber der Polynomalgebra, die von den fibrigen
Fourier-Moden j'-n, n ) 0;i # / fiir n: rn, erzeugt wird. Dies steht aber im Wider-
spruch zu der Tatsache, da8 .tO ein freier .t-Modul ist.

Somit erhi,lt man das gewiinschte Ergebnis, da0 die lolcalen Casimir-Felder die
G-Invarianten des Netzes I v+ f;(I) erzeugen. Es bleibt zu bemerken, dafi fiir Dar-
stellungen der Stromalgebra (3.46) zu hoherem Level (k > 1) dieses Ergebnis nicht
mehr zu erwarten ist [RnHREN 94J. Dort muB man die Casimir-Algebra um zusiitzli-
che lokale Felder erweitern, um die unter G invariante Unteralgebra der Stromalgebra
zu erhalten. Es lassen sich jedoch auch andere Modelle mit den hier benutzten Metho-
den untersuchen. So konnte z.B. gezeigt werden, daB die Zylnvarianten der Majorana-
Fermionen-Feldalgebra auf dem Kreis von der Vakuumdarstellung des Energie-Impuls-
Tensors mit zentraler Ladung c: * erzeugt werden [WnssnRMANN 89].

L -., --

ru,,
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Kapitel 7

Zusammenfassung

Ziel der vorliegenden Arbeit war es, die lokale Struktur abelscher Stromalgebren auf
dem Kreis zu untersuchen. Dazu wurde zunichst die Darstellungstheorie dieser Al-
gebren untersucht. Bs wurde gezeigt, wie sich die irreduziblen Darstellungen durch
Elemente des zugrundeliegenden endlichdimensionalen Vektorraumes parametrisieren
lassen. Um zu'Modellen zu gelangeo, die nur noch eine endliche Anzahl von Sektoren
besitzen, wurden lokale Erweiterungen der Stromalgebra betrachtet, deren konformer
Hamiltonoperator alleine durch die Stromfelder ausgedriickt werden kann. Solche Er-
weiterungen lassen sich in einer nattirlichen Weise durch integrale, gerade Gitter in
dem Vektorraum charakterisieren. Es wurde gezeigt, wie sich bekannte Darstellungen
bestimmter Loopgruppen bei Level 1 in einer natiirlichen Art aus einer Klasse dieser

Erweiterungen ergeben
Danach konnte mit Hilfe der Fock-Raum Struktur der Vakuumdarstellung gezeigt

werden, wie die Haag-Dualitit fiir Vereinigungen zweier disjunkter Intervalle verletzt
ist. Es stellte sich \raus, da$ man diese Verletzung durch Felder beschreiben kann, die
in einem Intervall dine Ladung erzeugen und in einem anderen wieder vernichten. Das

Ergebnis zeigt, wie sich die Superauswahlstruktur des Modelles schon im Vakuumsek-
tor der Theorie manifestiert. Mit Hilfe der Doplicher-Haag-Roberts-Konstruktion fiir
einfache Sektoren konnte eine entsprechende Aussage auch fiir lokale Erweiterungen
gezeigt werden.

Es besteht die Hoffnung rnit Hilfe dieser Resultate Binsichten in die Superauswahl-
struktur von Modellen zu bekommen, fiir die die Konstruktion einer Feldalgebra noch
nicht moglich ist.

Weiter wurden Connes-Kozykel fiir die vorliegenden Modelle untersucht. Dies sind
Operatoren, die wie oben den Transpor.t einer lokalisierten Ladung von einem Intervall
in ein anderes beschreiben. Sie sind dabei den modularen Gruppen zugeordnet, welche

wiederum kanonisc-& durch die lokalen Algebren und ihre Zustd,nde bestimmt sind.
Auch hier wurde gezeigt, wie sich die Superauswahlstruktur in diesen Objekten und
damit im Vakuumsektor wiederspiegelt.

Abschliefiend wurden die Eichinvarianten der lokalen Algebren unter der Wirkung
einer kompakten Liegruppe bestimmt. Es wurde gezeigt, dafi diese von den Casimir-
Feldern, das sind natiirliche Verallgemeinerungen des Energie-knpuls-Tensors, erzeugt
rverden. Die Algeblen die diese Felder erzeugen sind einfache Beispiele fiir W-Algebren-
lokale Erweiterungen der Algebra des Energie-Impuls-Tensors. Das Ergebnis zeigt (i*-
plizit), daB man multilokale Felder, die invariant unter der Wirkung der Eichgruppe
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tttd, beliebig genau durch einen Sud von endlich vielen (exp lizit bekannten) lokalen
Feldern approximieren kann.

Es liiflt sich somit sagen, da8 die lokale Struktur der vorliegenden Modelle hin-
reichend gut verstanden ist. Viele nichttriviale Aussagen, die man in anderen Mo-
dellen nur vermuten kann, sind mit den hier vorliegeia"o Ergebnissen vollkommen
verstanden. In Anbetracht der Tatsache, da8 abelsche Stromulgebren und ihre loka-
len Erweiterungen auf dem Kreis die Bausteine zur Konstruktion anderer Modelle der
Quantenfeldtheorie sind, besteht zudem die Hofinung, da3 man diese mit den hier
erzielten Ergebnissen besser verstehen kann.
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