
Oefententamen Groepentheorie (WISB221). A. Henriques, Nov 2012.

Geef niet alleen anwoorden, maar bewijs al je beweringen.

Opgave 1 Zij G := Isom+(D) de symmetrie groep van de regelmatige dodecahedron.
• Hoeveel elementen van order 2 zijn er in G? en van orde 3? en van orde 5?
• Hoeveel conjugatie classen van elementen van orde 5 zijn er in G?
• Laat zien dat G geen element van order 6 bevat.
• Zij x, y ∈ G twee elementen van orde 5 zo dat 〈x〉 6= 〈y〉. Laat zien dat 〈x, y〉 = G.

Oplossing: • De elementen van order 2 zijn draiingen van 180◦ rond en as dat
middepunten van ribben verbindt. Er zijn 30 ribben in D, dus 15 elementen van
orde 2. De elementen van order 3 zijn draiingen van 120◦ en 240◦ rond en as dat
door twee hoekpunten gaat. Er zijn 20 hoekpunten in D, dus 10 zulke assen,
en dus 20 elementen van orde 3. De elementen van order 5 zijn draiingen van
k2π/5, k ∈ {1, 2, 3, 4} rond een as dat twee middens van zijvlakken verbindt. Er
zijn 6 zulke assen, en dus 24 elementen van orde 5. • De elementen van orde 5
vallen in twee conjugatie classen: de draaingen van k2π/5 met k ∈ {1, 4}, en de
draaingen van k2π/5 met k ∈ {2, 3}. • Samen me het identiteits element maakt
de bovenstaande lijst het hele groep G want |G| = 60 = 1 + 15 + 20 + 24. Dus
geen elementen van orde 6. • De deelgroepen 〈x〉 en 〈y〉 corresponderen met
assen van orde 5. Op conjugatie na, is er alleen mar één mogelijke configuratie
van twee assen van orde 5. Het is dus voldoende om één voorbeeld van zulke
elementen x en y te bekijken. Wij gebruiken nu het isomorfisme tussen G en
A5. Zij x = (1, 2, 3, 4, 5) en y = (1, 2, 3, 5, 4) ∈ A5. We moeten laten zien dat
〈x, y〉 = A5. We hebben x−1y = (3, 4, 5), en x−2(3, 4, 5)x2 = (1, 2, 3), en we
hebben al gezien dat de elementen (1, 2, 3) en (3, 4, 5) de alternerende groep A5

voortbrengen.

Opgave 2 Welke van de volgende beweringen juist zijn?

Z×

7
∼= Z6 Z×

8
∼= Z2 × Z2 Z10

∼= Z2 × Z5

(Q>0,×) ∼= (Q, +) SO2
∼= U1

Oplossing: • Z×

7
∼= Z6 is juist: Z×

7 is een abelsch groep van orde 6. • Z×

8
∼=

Z2 ×Z2 is juist: Z×

8 = {1, 3, 5, 7} is een groep van orde 4 waarin alle elementen
behalve de identiteit orde 2 hebben. • Z10

∼= Z2×Z5 is juist: het element (1, 1)
brengt Z2 × Z5 voort. • De bewering (Q>0,×) ∼= (Q, +) klopt niet: 2 ∈ Q>0

heeft geen wortel, maar ieder element uit Q is door 2 deelbaar. • SO2
∼= U1

met isomorfisme
( cos(θ) − sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

)

7→ eiθ.

Opgave 3 Dewijs dat als G en groep is, en als e1, e2 ∈ G alebij neutrale elementen zijn, dan e1 = e2.
Oplossing: e1 = e1e2 = e2.

Opgave 4 Geef een voorbeeld van een verzameling X met een binaire operatie m : X × X → X
zodat (X, m) wel en neutraal element heeft, maar niet associatief is.
Oplossing: X = {e, x, y} met vermenigvuldiging tabel

m e x y

e e x y
x x x y
y y x x

. In

der daad y(xy) = yy = x, maar (yx)y = xy = y.

Opgave 5 Zij π, σ ∈ S5 twee elementen met ord(π) = 5 en ord(σ) = 2, en zij G := 〈π, σ〉. Bepaal
welke van de volgende opties mogelijk zijn:

G ∼= S5 G ∼= D5 G ∼= A5 G ∼= S4

G ∼= Z5 G ∼= Z2 × Z5 G ∼= Q
Oplossing: • S5 = 〈(1, 2, 3, 4, 5), (1, 2)〉 is een mogelijkheit. • D5 = 〈r, s〉 met
r een draaing en s en spiegeling. Door en element van D5 met een permutatie
van de vijf hoekpunten van een bijfhoek te identificeeren, krijgen we twee per-
mutaties π = (1, 2, 3, 4, 5), en σ = (1, 5)(2, 4) met 〈π, σ〉 ∼= D5. • De groep
G := 〈(1, 2, 3, 4, 5), (1, 2)(3, 4)〉 is een deelgroep van A5. Het is eigenlijk het
hele A5 want als π = (1, 2, 3, 4, 5) en σ = (1, 2)(3, 4), dan π−2σπ2 = (1, 2)(4, 5)
en dus σπ−2σπ2 = (1, 2)(3, 4)(1, 2)(4, 5) = (3, 4, 5). Uiteindelijk, we hebben
π−2(3, 4, 5)π2 = (1, 2, 3). En omdat 〈(1, 2, 3), (3, 4, 5)〉, we hebben A5 ⊂ G.
Dus G = A5. • G ∼= S4 is niet mogelijk: er zijn geen elmenten van orde 5
in S4. • G ∼= Z5 is niet mogelijk: er zijn geen elmenten van orde 2 in Z5. •
G ∼= Z5 × Z2

∼= Z10 is niet mogelijk: er zijn geen elmenten van orde 10 in S5.
• G ∼= Q is niet mogelijk: de quaterionengroep Q heeft orde 8, en er zijn geen
elementen van order 5 in Q.

Opgave 6 Is SOn een normaal deelgroep van On?
Oplossing: Als g ∈ SOn en h ∈ On, dan is ghg−1 ∈ SOn want det(ghg−1) =
det(g) det(h) det(g) = ±1 · 1 · ±1 = 1. Dus SOn is een normaal deelgroep.


